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Capitulo 2

Conservacao e Transporte

Neste capitulo apresentaremos nogoes basicas de transporte de grandezas
fisicas no ambiente através de equagOes mateméticas que representam leis
universais da fisica. Em geral, trabalharemos com coordenadas cartesianas
(z,y, z), representando as trés dimensoes espaciais, e t representara o tempo.
Quase sempre a direcao z representard a direcao vertical, paralela & acele-
racao gravitacional g. Como praticamente todo transporte de poluentes se
da no estado fluido e/ou através de escoamentos de fluidos, utilizaremos a
seguinte notagdo: u serd a viscosidade absoluta (ou dindmica) do fluido em
questdo, v serd a sua viscosidade cinemética, p serd a sua densidade (ou
massa especifica). O vetor velocidade do fluido serd u = (u,v,w) e p sera
a pressao no fluido. Usaremos extensivamente o operador vetorial gradiente

V = (0/0z,0/0y,d/dz) e o laplaciano V? =V - V.

A quantidade de um soluto (por exemplo, um poluente) num meio fluido
seré expressada por um escalar representando a concentragao, quando qui-
sermos expressara quantidade intensiva do poluente (quantidade de poluente
por unidade de massa do fluido), ou por um escalar representando a massa
ou volume de poluente contida num volume finito do meio fluido. A con-
centragao pode ser expressa de varias formas: ppm (partes por milhao) ou
[MSOlutOM&al], [MsolutoL;)i’al], etc (aqui, [M]| e [L] s@o unidade de massa e com-
primento, respectivamente). Uma unidade usada por quimicos é a concen-
tragao molar, com freqiiéncia simbolizada por M, e significando o niimero de
moles! da substancia por litro de solucdo. Nesta secdo, a menos que seja ex-
plicitado o contrario, estaremos expressando concentracao em [MsolutoM&al]-

'Um mol possui a massa de 6,02x1023 moléculas.
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2.1 As leis de conservagao

Nesta se¢ao apresentaremos as leis de conservagao que formam a base de toda

a modelagem de transporte ambiental em sistemas envolvendo escoamentos
de fluidos.

2.1.1 Teorema do transporte de Reynolds

Considere um volume de fluido V = va dV arbitrario, porém fixo no espago
(volume de controle) contendo uma certa propriedade extensiva do fluido
(energia, massa de um soluto, etc) A e a propriedade intensiva A associada a

A. Assim, por definigao,
A= [[] rpav. (2.1)
V

O teorema do transporte de Reynolds se refere a variagao temporal da quan-
tidade A de um volume de fluido no instante em que esse volume ocupa
o volume fixo V. Se o fluido estiver em repouso, a taxa de variagao tem-
poral da quantidade A, % serd simplesmente calculada como a derivada
J1J, % (Ap) dV. Caso o fluido esteja em movimento, devemos contabilizar a
quantidade A que entra e sai do volume V' devido ao movimento do fluido.
Essa quantidade devera ser igual ao fluxo advectivo de A através da superfi-
cie (de controle) S em torno do volume de controle (fluxo advectivo ¢ aquele
devido ao transporte por advecgao, ou seja pela velocidade macroscopica do
fluido). O fluxo de A através da superficie de controle é calculado integrando-
se o fluxo através de cada elemento de area dS (vetor area elementar normal
a superficie e apontando para fora de V') multiplicado pela projegao do vetor
velocidade no sentido perpendicular & superficie em cada elemento de area
da superficie, u - dS, multiplicado ainda pela grandeza intensiva A e pela
densidade p. Assim, a taxa de variacao temporal de A fica:

%:fjf%(Ap)dv+@Apu~dS. (2.2)

A equagao 2.2 é conhecida como Teorema do Transporte de Reynolds. Esse
teorema pode ser generalizado para um volume de controle que se move, mas
esse caso nao sera apresentado aqui.

2.1.2 Conservacao da massa

A equagao para um volume de controle da conservagao da massa de um
poluente ou qualquer espécie A com concentragao C'y presente em um fluido
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diz que a massa total M4 da espécie é conservada ao acompanharmos o fluido
quando ele ocupa o volume V', ou seja, sua taxa de variacao deve ser igual
ao somatorio de fontes e sumidouros de A:

ij % (Cap)dV + S[jﬁ Capu - dS = fontes + sumidouros. (2.3)
V S

as fontes e sumidouros podem ser divididas entre aquelas no interior do
volume e as que atravessam a superficie por processos nao-advectivos (por
exemplos, processos difusivos):

fontes + sumidouros = fff fdv — @Sj -dS. (2.4)
v S

Na definicao 2.4, f é uma funcao fonte generalizada interna ao volume e j
é o vetor fluxo difusivo através da superficie em cada elemento d.S. O fluxo
difusivo pode ser calculado utilizando-se a lei de Fick para difusao molecular:

j=—pDVC,, (2.5)

onde D é o coeficiente de difusividade molecular de massa. Naturalmente se
nao houver fontes e/ou sumidouros de A, a massa de A permanece constante.

Um caso particularmente interessante é o da conservacao da massa do
fluido em si. Nesse caso, supondo nenhuma fonte e/ou sumidouro, em 2.3
temos simplesmente C'y = 1 e a equagao fica:

I‘If %dV + ggﬁpu -dS =0. (2.6)

Voltando ao caso da conservagao da massa de um soluto, utilizando o
teorema da divergéncia de Gauss,

ﬂ V. fdV = @Sf .ds, (2.7)

na equagao 2.3 com para transformar as integrais de superficie em integrais
de volume temos:

f Jf {% (Cap) + V- (Capu) = (f+V - (pDVCA))} AV =0.  (28)

Como o volume de controle é arbitrario, o integrando na equacgao 2.8 deve
ser nulo, e obtemos uma equacao diferencial parcial que deve ser satisfeita
em todos os pontos do dominio:

% (Cap) + V- (Capu) — V - (pDVC4) = f, (2.9)
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A equagao 2.9 é a equagao diferencial da conservagao da massa de um soluto
no fluido.

Para a conservagao da massa do fluido como um todo, pode-se obter
uma equagao similar, apenas fazendo C'y = 1 e f = 0 (supondo que nao ha
fontes/sumidouros de massa do fluido):

ap B

ou, usando o conceito de derivada material

D 0

— = — . 2.11

Dt ot vV (2.11)
a equacao 2.10 se torna:

D0 o= (2.12)

_ U = .

Dt p Y

e, supondo que o fluido tem densidade uniforme a equagao 2.9 se torna

DCs _ 9Ca
Dt — ot

(u-V)Ca=V-(DVCA) + > _ fi (2.13)

onde re-definimos as fontes e sumidouros ) . f; = f/p.

Os termos de fontes e sumidouros ), f; referem-se tanto a langamentos
e afluéncias da espécie em questao no meio fluido, quanto a uma infinidade
de processos fisicos (decantacao, absorgao, adsorgao, etc), quimicos (reagdes
quimicas, decaimento, etc), e biologicos (decomposi¢ao, consumo, fotossin-
tese, morte, etc) capazes de de modificar a concentragao da espécie. Varios
desses processos serao estudados no proximo capitulo.

Em casos em que as fontes e sumidouros envolvem mais incognitas que
precisam ser modeladas (por exemplo, outra espécie poluente, ou algum so-
luto natural contido num corpo d’agua), devemos ter varias equagdes no
sistema acopladas entre si, que devem se resolvidas simultaneamente. As-
sim, considerando que temos n espécies simultaneas com concentragoes Cj,
(j =1,2,...,n), o sistema de n equagoes a ser resolvido teria a forma:

aC;
8—15] +(u-V)Cy=DV°Ci+ > fi(Cr,Ca, .. Ch), j=1,2,.n (2.14)

2.1.3 Conservacao da quantidade de movimento

A conservacao de quantidade de movimento é a equagao que rege o escoa-
mento do fluido em questao, juntamente com a conservagao da massa 2.10.
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Este texto nao tem a pretencao de fornecer ao leitor uma exposi¢ao completa
de Mecénica dos Fluidos, assunto esse tratado em uma enorme bibliografia
disponivel. Entretanto, é importante frisar que o conhecimento do campo de
velocidade u = (u, v, w) é fundamental para que se possa resolver as equagoes
de transporte de uma ou mais espécies poluentes. Assim, via de regra, con-
sideraremos que o campo de velocidade é conhecido, e que nossas incognitas
serao apenas as concentragoes das espécies imersas no fluido.

Apenas para constar, as equagoes de conservagao da quantidade de movi-
mento, conhecidas como equagoes de Navier-Stokes, sao dadas pela equagao
vetorial:

a—u+(u~V)u: lV]J—i—g—i—VV2'Ll,. (2.15)
ot P
Para escoamentos turbulentos, onde nossas velocidades w = (u,v,w) e

pressao p sao médias espaciais, temporais, ou amostrais, as equagoes podem
ser obtidas tomando-se a média de cada termo da equacao 2.15, o que, com
a adicao de algumas hipoteses e simplificagoes que estao fora do escopo deste
texto, nos fornece o seguinte sistema, conhecido como equacoes médias de
Reynolds:

ou 1 5

E+(u-V)u:;Vp+g+(V+uT)V'u,, (2.16)
onde vy é um coeficiente de viscosidade turbulenta, que é de dificil determina-
¢ao por ser dependente do escoamento. Esse termo de de viscosidade turbu-
lenta aparece matematicamente por causa das nao linearidades das equagoes
de Navier-Stokes. O problema de se encontrar valores para v é conhecido
como problema de fechamento da turbuléncia.

2.1.4 Conservagao da energia

Nesse texto consideraremos que a energia mecénica e a energia interna (tem-
peratura) de um fluido sdo desacopladas, ou seja, ndo ha aumento de tem-
peratura devido a dissipacgao de energia mecanica. Assim, pode-se escrever a
equagao da conservacao de energia interna para a temperatura 7" do fluido,
apos algumas simplificagdes, numa forma analoga a equagao para massa do

soluto:

DT 9T R
D—t:EJr('wV)T—aVTJrzi:fz- (2.17)

Aqui, a ¢ a difusividade térmica do fluido, e ), f; sdo fontes e sumidouros
de calor devido a afluéncias, reagoes, etc.
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2.1.5 Equacao de estado

Um fluido contendo n espécies dissolvidas de concentragoes C; (j = 1,2, ...,n)
tem como equagao de estado geral uma relagao entre a densidade p, a pressao
p, a temperatura 7', e as concentragoes de cada espécie Cj:

p=pp T C,..,Cp). (2.18)

A equagao de estado mais conhecida é a de um gés ideal dada pela seguinte

relacao entre p, p, e T"

p
= — 2-1
P RT’ (2.19)

onde R é uma constante propria do gés.
Equacgoes de estado para sistemas mais complexos dever ser obtidas a
medida que se fazem necessarias na modelagem.

2.2 Reducao de dimensao e equagoes integra-
das

Em principio, todos os problemas com os quais lidamos sao tridimensionais
(3D) no espago e variam no tempo, e sdo, portanto, extremamente complexos.
Entretanto, ¢ comum em problemas de modelagem de transporte de poluentes
simplificarmos o problema buscando uma reduc¢ao do ntimero de dimensoes.
No espago, essa redugao pode ser de 3D para 2D, para 1D, e até para 0D
(ou seja para um problema pontual). Pode-se também buscar solugoes que
nao variam com o tempo (regimes permanentes). Ha entretanto uma certa
confusao relacionada a como a reducao de dimensionalidade espacial é feita.
Vamos tentar elucidar essa questao de forma mais ou menos genérica.

Em geral o que queremos fazer ¢ eliminar das equagoes diferenciais, algu-
mas derivadas parciais, para que a obtencao de solugoes seja mais simples.
Em varios casos, particularmente em casos em que buscamos solugoes anali-
ticas, o que fazemos é simplesmente supor que a nossa variavel é constante
em uma ou mais diregoes.

Como exemplo trivial podemos supor que num dado reservatoério contendo
matéria organica, a mistura é muito rapida de modo que a concentragao c de
DBO nao é funcao de qualquer coordenada espacial dentro do reservatoério, o
que nos possibilita dizer que as derivadas espaciais dc/dx, 0c/dy, Oc/0z sao
nulas. A equagao 2.13 para a concentracgao do cloro se torna entao:
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Suponha agora o caso mais sofisticado de um corpo d’agua unidimensional
(um rio) onde ¢ varia apenas na dire¢ao z. Desprezando Oc/0dy, 0c/0z da
equacao 2.13, temos:

dc dc 0 dc

Em contraste ao exemplo acima, vamos supor que nao sabemos como ¢
varia na secao transversal, mas, nao obstante, queremos eliminar as dire¢oes
y e z do problema. O que podemos fazer entao é, ao invés de simplesmente
desprezar as derivadas espaciais, ¢ integrar a equagao na segao transversal
de area A (que é fungao de x em geral). Por conveniéncia, vamos integrar a
equagao na forma 2.9 dividida por p constante:

—dydz + dydz + Md dz + Md dz =
JJ e+ JJ 25w+ [ %5

H — ( )dydz+ﬂ ( 80) dydz+ﬂ ( ) dydz
+ HZ Fidydz. (2.22)

Note que os dois tltimos termos do lado esquerdo da equagao sao nulos pois
nao ha transporte advectivo médio nas diregoes y e z, além disso, nao hé
transporte difusivo médio nessas dire¢oes, portanto os termos difusivos em y
e z também sao nulos (os dois termos centrais no lado direito). Integrando
os termos restantes usando a regra de Leibniz, e usando a a notacao * =
% JI, *dydz temos:

0(cA) , o(cud) _ 0 ( )+Zfz (2.23)

ot ox or

Vamos escrever a velocidade e a concentragao como uma média na se¢cao mais
os desvios em relagdo & média: u =U +u' e u = C' + ¢. Em geral u e ¢ sdo
correlacionados na se¢ao, de modo que ¢u # C'U. Entretanto a correlagao
entre os dois cu’ tem no transporte médio um efeito difusivo que chamamos

de dispersao. Definindo Dy de forma que Dp, 80 = Dac ~ % (c u) temos:

a(gth) ) a((;(;*A) aa:c ( p, %€ A) n Z TA (2.24)

A menos do fato de que em 2.24 temos valores médios na se¢ao transversal
e de termos Dy no lugar de D, as equagoes 2.21 e 2.24 podem ser compa-
radas, e é facil mostrar que elas sao formalmente iguais apenas no caso da
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area da secao transversal ser constante ao longo do canal e no tempo. Em
suma, o exemplo acima mostra que quando queremos reduzir a dimensao de
um problema, muitas vezes nao é correto simplesmente desprezarmos termos
da equagao diferencial. Devemos fazer uma analise cuidadosa para que efei-
tos tridimensionais importantes sejam levados em conta, como é o caso da
variacao da area da se¢ao, no exemplo acima.

2.3 Difusao molecular, difusao turbulenta, e dis-
persao

Na se¢ao anterior vimos o aparecimento do conceito de dispersao. Nesta
secao faremos uma breve introdugao aos conceitos de difusao molecular, de
difusao turbulenta e compararemos com a dispersao, ja que, sendo fendémenos
com efeitos parecidos, eles freqiientemente provocam confusao.

2.3.1 Difusao molecular

A difusao molecular é a parte do transporte de um soluto em um fluido devido
unicamente & agitagao (movimento browniano) das moléculas que compoem
o fluido. A figura 2.1 ilustra o processo.

A aleatoriedade do movimento das moléculas pode ser representada por
um processo conhecido como Passeio Aleatdrio que exemplificamos a seguir.
Dado um espago unidimensional (os casos bi e tridimensionais sdo anélogos),
suponha que uma molécula ocupando a posi¢do x em ¢ tem 25% de chance
de se deslocar durante um intervalo At para x + Ax e outros 25% de chance
de se deslocar para  — Az, além de 50% de chance de permanecer em .
Vamos chamar de P [nAz, mAt| a probabilidade da particula estar em nAx
no instante mAt. Assim, é facil ver que:

Pl(n—1)Az, mAt]
4
P [nAz, mAt]
2
Pl(n+1) Az, mAt]
4

PnAz, (m+1)At] =

(2.25)

Quando Az e At sao pequenos, podemos escrever as seguintes séries de Tay-
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Figura 2.1: Difusao molecular: a concentracao de um soluto diminuindo

entre dois instantes consecutivos. Circulos escuros representam moléculas de
soluto, enquanto que circulos claros sao moléculas do fluido puro.

lor:
opP 10°P 2 10°P
Pl(n+1)Az,mAt] = Pj:%Ax §WA 6 o 3A1’ + O(Ax*)
PnAz,(m+1)At] = P+ %—J;At +O(A?), (2.26)

onde, no lado direito das equagoes 2.26, P e suas derivadas sao calculadas no
ponto nAx, mAt. Substituindo 2.26 em 2.25, manipulando algebricamente,
e tomando o limite quando Az? At — 0, tem-se:

0P _(Ax*\ P
ot \4At ) ox2°

A equagao 2.3.1 é formalmente a equagao da difusdo. Isso mostra que a
equagao da difusao, que rege o transporte espacial difusivo da concentragao
de uma substancia ao longo do tempo, ¢ um processo aleatério anélogo ao
passeio aleatorio que acabamos de mostrar. A concentracao de uma substan-
cia mum ponto, portanto, pode ser vista como uma medida macroscopica da
probabilidade de se encontrar uma molécula dessa substancia na vizinhancga
daquele ponto. Fica a cargo do leitor interpretar o analogo do coeficiente de

. .. . L. 2
difusividade no passeio aleatoério, %.

(2.27)

2.3.2 Difusao turbulenta
Considere a seguinte equacao de transporte bidimensional para a concen-
tragdo a contendo termos advectivos e difusivos (o caso tridimensional é

analogo):
e O(cu)  O(ew) D?c D¢
o or oy C\a o)

(2.28)
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v

tempo

Figura 2.2: Processo turbulento: a concentracao de um soluto flutua em
torno de uma meédia.

onde, por conveniéncia, utilizamos a equacao da continuidade do fluido in-
compressivel g—g + g—Z = 0 para escrever: u% + vg—; = 8&;;‘) + %;).

Suponha que o nosso escoamento ¢ turbulento, e que queremos estudar
o comportamento médio (amostral, temporal, ou espacial) da concentragao.
Usando letras maitsculas para a média, temos que os valores instantaneos,
pontuais de u, v, a, podem ser escritos como uma média somada a flutuacao

em torno da média:

c=C+d,u=U+u,v=V+". (2.29)

A figura 2.2 ilustra o processo para uma variavel (concentragao c¢) em fungao
do tempo. O mesmo ocorre para as velocidades e em todas as dire¢oes
espaciais, além do tempo. Obviamente o motivo de estudarmos o escoamento
médio é a nossa incapacidade de determinarmos o escoamento instantaneo
(as flutuagdes) em todos os pontos.

Substituindo 2.29 em 2.28 e tomando a média da equagao, temos:

2(CFe) | ) [(c TNU T w} ) [(C TV 1)

ot ox + Jy
B PC+c) *C+/)
= D { o } . (2.30)

Obviamente, C = C, CU = CU, CV =CV, Cu' = Cv' = U =V = 0.
A equagao da continuidade média fica: g—g + %—‘y/ =0, e a equagao para a
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média do transporte turbulento fica:

2 2 ol /0y!
0¢  y9¢ v _p (8 ¢, C) _ole) () g )
ot ox dy ox?  0y? Ox Jy
Infelizmente, a determinacao dos termos de correlagoes de flutuagoes turbu-
lentas, 0 (W) /0x + 0 (W) /0y, é extremamente complexa e estd no cerne
das mais avancadas pesquisas em escoamentos turbulentos. Sabe-se, porém,
que esses termos tém um papel similar ao da difusao laminar. Assim, é co-
mum se definirmos o parametro D, (coeficiente de difusao turbulenta) a ser
determinado através de modelos, ou de medigoes, de forma que

b, (a?c 820) _ (a?c . 820) o) a(ev) 2.3

222 Tap )= a2t oy 0 oy

A equagao diferencial para de transporte turbulento médio da grandeza A
fica:

2 2
oC oC oC t (8 ¢ 0 C) . (2.33)

ot Vo TV, TP\ G T
Na dedugao da equagao acima, supusemos que D, é constante no espago.
No caso mais geral, entretanto, ele varia. Assim, é mais comum o termo
de difusao turbulenta aparecer na forma abaixo, onde escrevemos a equa-
¢ao para o transporte médio turbulento com notagao vetorial (que pode ser
tridimensional):

%—f +(U-V)C=V-(DVCO). (2.34)

Muitas vezes a difusao turbulenta pode ser anisotrépica, ou seja ela pode ter
coeficientes de difusao nas diferentes direcoes. Se este for o caso, podemos
generalizar a equacao 2.34 para:

(2.35)

oC oC oC %
ot ox ’

-+ (U ’ V) C=V. (Dt:c—aDtya—ya th 9z

Quando o escoamento é turbulento, ocorre difusao por efeitos similares a
dispersao por cisalhamento (veja a proxima se¢ao), porém, os gradientes de
velocidade sao muito mais erraticos e cadticos. Assim a anélise de dispersao
por cisalhamento que faremos na préxima se¢ao nao se aplica a escoamentos
turbulentos, e temos que usar um método mais empirico.

O escoamento turbulento se caracteriza pela presenga de infindaveis vor-
tices aos quais pode-se associar uma velocidade caracteristica (velocidade
orbital) u, e um comprimento caracteristico (tamanho do vortice) d. Por
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analise dimensional, é facil ver que se supusermos que a a difusao turbulenta
D, ([L>T~!]) é apenas funcio de u, e d, temos:

Dy ~ uyd = Pu,d, (2.36)

onde e um coeficiente empirico adimensional, normalmente por volta de
0,1.

Por um argumento similar, o tempo caracteristico para ocorréncia da
mistura por difusao turbulenta é:

T~ —. (2.37)

Ux

2.3.3 Dispersao

O termo dispersao, apesar do seu uso mais ou menos corriqueiro para situ-
agoes diversas, possui um significado bastante especifico em modelagem de
problemas de mecénica dos fluidos. Na se¢ao 2.2 vimos o aparecimento do
conceito de coeficiente dispersao (naquele caso chamado de dispersao lon-
gitudinal). A figura 2.3 ilustra o funcionamento da dispersao longitudinal.
Ao integrarmos uma equagao numa dada diregao (nessa se¢ao chamemos a
diregao vertical de y), o cisalhamento de velocidade tende a fazer com que a
concentragao seja advectada com diferentes velocidades em diferentes pontos
y, assim, na solucao integrada em y esse efeito aparece como se fosse uma
difusao molecular ou turbulenta. O nome do efeito, entretanto, é dispersao,
e so existe em problemas onde se integra a(s) equac¢do(6es) em uma ou mais
diregoes.

Para justificar a expressao mateméatica da dispersao longitudinal analoga
a da difusao molecular, ou seja que o fluxo devido a dispersao é DLg—g,
considere um canal bidimensional com velocidade apenas na longo do canal z,
porém variando na vertical u(y,t) e com concentracao c(y,t). Para facilitar,
considere a profundidade constante h. A velocidade e concentracao podem
ser escritas como: wu(y,t) = U(t) + u/(y,t), c(y,t) = C(t) + (y,t), onde
U e C sao médias na secao: U = %foh udy e C' = %foh cdy. A equagao do
transporte laminar de ¢ para (z,y),

Oc dc Oc e %
fica 2
aC_Fa_C_FU@_FUa_C_'_u’@_i_U’&_C—D&C (239)

ot ot Ox Ox Ox or Oy?’
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Perfil lateral do canal Planta do canal (integral em y)

tempo ¢

Poluente
L uy) Poluente

* x:0§

< >

| concentragao integrada alta |

» tempo t + At
—»
. u(y) Poluente Poluente
1
. v

* z=0
[ concentragao integrada baixal

Figura 2.3: Dispersao longitudinal. No painel superior a concentragao do
poluente esta localizada e uniforme na vertical. Algum tempo depois, o ci-
salhamento na adveccao pelo corpo d’dgua com maior velocidade na parte
superior que na parte inferior, além de advectar o poluente canal abaixo, pro-
voca um efeito que, aos olhos do sistema integrado na vertical, se assemelha
a uma difusdo. Esse efeito, que é puramente devido ao fato de que o sistema
foi integrado em vy, é chamado de dispersao.
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onde usamos v = 0 e desprezamos a difusao molecular em =, D¢ 9.5, bor
ela ser desprezivel em comparacao a advecgao em z. Considere agora um
observador se movendo com a velocidade média U do fluido, o seu sistema
de coordenadas é: T =t e £ =x — Ut, e a equagao, nesse sistema é

ocC ad oC aocd 0%

— 4+ —+u— +u'— =D—.

or  0r o< 0& dy
Note que agora as derivadas em £ sao relacionados ao transporte dispersivo
apenas. Se tomarmos a média em y da equacao 2.40, temos

8_0 L 80
or 85

(2.40)

—0, (2.41)

Subtraindo 2.41 de 2.40:
ac N ,0C o ,0c 80 B D02c’
ar  “oe T"ae TV oe T Va2

Vamos agora fazer uma anélise de escalas. Admitindo uma escala de tempo
a ser determinada T, que a velocidade v’ é da ordem da velocidade U, que o
desvio da concentracao ¢’ é pequeno, ou seja, ¢ =€ < 1, e que y é da ordem
de h, os respectivos termos da equagao 2.42 ficam com as seguintes ordens
de grandeza (a equag@o abaixo esta escrita de forma esquematica e os termos
sao ordens de grandeza):

(2.42)

T 2.4
TTTTT T T (243)

Multiplicando por 7', vemos que segundo termo ¢ de ordem 1 enquanto que
os outros termos do lado esquerdo sao < 1, portanto o balango devera ser
entre o segundo termo do lado esquerdo e o termo do lado direito:

00 foaded
Wog =D (2.44)

ocC

5¢ ¢ constante a equacgao 2.44 pode ser integrada duas vezes

1 0C ,
d(y) =5 85/ / u'dydy (2.45)

O fluxo dispersivo de massa (como a difusdo turbulenta) esté relacionado com
o fluxo de massa causado pelos desvios (flutuagoes ) de velocidades associadas
com desvios (flutuagdes) de concentragao:

. 1 0C ,
Misp = D(%/ / / u' dydydy, (2.46)

Supondo que ;)
em y e:
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onde supomos que %—Z =0 em y = 0 e usamos foh u'd(0)dy = 0. Note que

podemos entao escrever o fluxo de forma analoga a uma difusao:
oC

Mdisp = _hDLa_ﬁ’ (247)

o que nos leva a seguinte equagao de dispersao longitudinal:

oC 0*C I LA L
E_DLa—gw DL__@/O u/o /0 u'dydydy (2.48)

ou, voltando para as variaveis x e t:

oC oC 0?C
— 4+ U—=D;,—. (2.49)
ot Ox Ox?

Concluindo, a dispersao, a difusdo molecular (laminar), e a difusdo tur-
bulenta sao fenémenos diferentes mas que matematicamente, aparecem nas
equagoes de forma similar. Por isso, muitas vezes os coeficientes sao combi-
nados em um tnico. Via de regra, a difusao molecular é desprezada por ser
varias ordens de grandeza menor que a turbulenta e que a dispersao. Oportu-
namente, quando estivermos lidando com problemas de sistemas particulares
(rios, lagos, atmosfera, etc), faremos consideragoes & cerca dos tamanhos da
dispersao e da difusao turbulenta.

2.4 Cargas

O tipo de termo fonte mais elementar que pode haver é uma carga. Lan-
camentos de esgoto em um rio ou lago, ou langamento de gases por uma
chaminé, sao exemplos comuns. Aqui apresentamos as idéias basicas para
inclusao de cargas em equagoes diferenciais tridimensionais como a equagao
2.14, e também para problemas uni e bidimensionais integrados. Mas primei-
ramente tomemos um problema em um volume completamente misturado.

2.4.1 Sistemas completamente misturados

Se o problema for posto em termos de uma concentracao C' de um soluto,
dentro do volume V', temos:

dC

— = f(1). 2.50

= (2.50)
No caso geral o termo fonte f é uma funcao do tempo, e devera ter unidades
de concentragao [C| por tempo |[T]. Se o langamento F'(t) em sua origem for
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fornecido em unidades de massa [M] por |T|, entao, temos que transforma-lo
em unidade [CT™!|. Se a concentragao for dada em [ML™3|, basta fazermos,

F(t)
t) = 2.51
fi="7 251
Se a concentragao for dada em [MM™!], fazemos,
_F@)
f(t) = oV (2.52)

onde p ¢é a densidade do fluido no volume.

Naturalmente, f(t) pode ser qualquer fungdo do tempo, inclusive des-
continua. H& um caso, porém que merece uma observacao, que ¢ o de um
langamento de carga instantdneo (obviamente isso é uma idealizagdo mate-
maética). Suponha que o langamento ocorreu instantdneamente em t = t,, e
que a carga lancada foi de exatamente Fy em [M| (kg por exemplo). Nesse
caso devemos incluir o langamento na forma de uma funcgao delta de Dirac,
§(t — t.) (lembrando que a fungao §(t — t.) tem unidade de [T~!]):

EXEMPLO

Em um reservatoério de agua (densidade p = 998 kg/m?®) com volume constante onde
entra agua limpa com vazdo @ = 2 m?/dia, é feito um langamento de carga de um
material inerte a taxa de F' = 25 g/hora. A agua sai do reservatorio com concentragio
C. Qual é a concentragdo C (em kgsoluto/kgn,0) de equilibrio no reservatorio?

Solugao:

Como o material esta em equilibrio, dC'/dt = 0, e a carga lancada devera estar saindo
do reservatorio. a vazao de saida devera ser igual a de entrada @, j4 que o volume
permanece constante. A massa de material saindo do reservatério por unidade de
tempo é pCQ e deveré equilibrar o langamento F'. Portanto,

F 25 x 1073k 1/3.600
pCQ=F = o= _ 25x107ks x (1/36005)
p 998kg/m” x 2 x 1/86.400m3/s

=3 10_4 kgsoluto/kgH20"/

2.4.2 Sistemas unidimensionais

Para um sistema unidimensional (variando em z; os casos de sistemas vari-
ando em y e z sdo anédlogos) como um rio ou um lago lateralmente misturado
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(normalmente para lagos usamos a variavel z), digamos que temos a equagao
(tiramos a difus@o por brevidade) para concentragao C(z,t) de um poluente

A (em [MM™1)):

oC oC

Se a equagao envolver variagao de (C'A) (ou seja, O(C'A)/0t + ...), deveremos
multiplicar todas as cargas abaixo pela area A. Se o langamento F(t) for
pontual em = = x., onde a secao transversal perpendicular a x possui area
A, e for dado em [MT™!|, o termo lancamento da carga f(z,t) que devera
ter unidade [CT~!] pode ser escrito como:

_ @)
flz,t) = p—Aé(x — Z.). (2.55)

Se além de pontual em x = x., o langamento for instantdneo em ¢t = t. e
corresponder a uma carga Fy (em |[M]), o termo f(x,t) fica:

Fat) = 25— at—t), (2.56)

onde §(x — xet —t.) = d(x — x.)0(t — t.) ¢é a delta de Dirac bidimensional
em (z.,t.). Caso o lancamento da carga F(x,t) ndo seja pontual, e sim, ao
longo de todo ou de uma parte do dominio x, e também ocorra ao longo do
tempo, em geral, esse lancamento ¢ dado em unidades de massa por unidade
de tempo por comprimento, [MT~!L™!], e o termo fica:

F(z,t)

fla,t) = —7— (2.57)

Nos casos unidimensionais acima, se a carga for dada em unidades de concen-
tragao C em (|[MM™!]) associada a uma vazao @ ([L3T~']), vazdo por unidade
de comprimento ¢ ([L3T~'L™']), ou volume V' (|L?3]) langado, teriamos: em
2.55, F(t) = pCQ; em 2.56, Fy = pCV'; e em 2.57, F(x,t) = pCq.

A figura 2.4 ilustra o caso de um langamento pontual F'(t) em um local
de um rio.
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f(z,%) pA

% >

T,

Figura 2.4: Carga langada pontualmente num rio em z.. A fungdo f(z,t)
que tem largura infinitesimal e altura infinita, estd representada esquemati-
camente no painel inferior.

EXEMPLO

Considere um sistema unidimensional com agua (p = 990 kg m~3) (um canal em x

com &rea da se¢do igual a A = 2 m?) e um despejo instantdneoem t =0sde F =50 g
e

de HCI feito no ponto x = 0 m. Sabendo que a equacao da difusao pura é %—? =D%5,
e que o coeficiente de difusdo molecular ¢ D = 1,3 x 1072 m?s™!: (i) determine a
concentragdo Cq no ponto x = 0 em ¢t = 1 dia; (ii) determine em quanto tempo a
concentragdo em xz = 0 m ird cair para 0,1Cy; (ili) determine se é possivel que a
concentragio atinja C1/2 no ponto = 2 m. Use a concentracdo em kg m~—3 ou kg/kg,

especificando.

Solugao:

Tomando a transformada de Fourier em = da equacgao, temos:
dcC

= = —Dw?C = CO(w,t) = Co(w)e P,

Aplicando a transformada de Fourier na condicdo inicial:

F

C(x,0) = %5(1:) = Cw,0)=".

PN ~ 2 . .
Entdo C = £, e C(w,t) = piAe Dt A transformada inversa da

C(z,t) a e ( il >

T t) = ———exp|——= | .
2AVrDE ©\ 4Dt

Baseado na solugao acima: (i) C(x = 0,t = 86400) = 0,6654 kg m 3.

(ii) t = m = 8,6409 x 10° s (100 dias!!). (iii) Ndo é possivel, pois o valor
> 1

maximo que a fungao C atinge no ponto r = 2 m ¢ 0,03 kg m~3 (esta determinacao
fica como exercicio).v’
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2.4.3 Sistemas bidimensionais

Vérios sistemas se encaixam nessa categoria, como rios e estuarios integrados
lateralmente, ou lagos, oceanos e até a atmosfera, integrados verticalmente.
Para nossa anéalise vamos supor um problema nas dire¢oes (z,y) e integrado
em z (0s outros casos sao anilogos). Vamos supor novamente a equagao para
C(z,y,t) (em [MM™]) sem os termos difusivos (por brevidade) na forma:

oC oC oC

— +U—4+V— = f(x,y,t). 2.58
UG VG = fat (2.5%)
Em alguns casos, a equagao aparece multiplicada pelo tamanho h do dominio
em z: % + ..., nesse caso, os termos fontes abaixo devem ser multiplicados
por h.

Vamos supor que o lancamento da carga seja pontual em (z.,¥.) e ins-
tantaneo em t., e seja dado por Fy em unidade de massa [M]. O termo fonte
na equacao deve entao ser:

F
f(r,y.1) = —20(x = e,y = yert = o), (2.59)
p
onde §(z — e,y — Yoo t — te) = 6(x — x.)0(y — y.)0(t — t.) é a delta de Dirac
tridimensional em (z., Y., t.).
Se o langamento for pontual, porém ao longo do tempo, e a carga for F'(t)
(MTH)):
F(t)

f(l’, Y, t) = W(S(x — T, Y — yc)’ (26())

Se o langamento for em uma area e for fungao de (x,y,t), com carga igual a
F(z,y,t) ((ML7*T™)):

F(z,y,t)

flz,y,t) = oh

(2.61)
Finalmente, se o langamento for ao longo de uma linha definida por [z(s), y(s)]
(onde s é o comprimento acompanhando a linha), com carga igual a F(s,t)

(IMLT ) i t
o) = 100,

onde n é a dire¢ao normal a linha em cada ponto [x(s),y(s)]. A figura 2.5 ilus-
tra em um reservatorio esse caso de um langamento de carga F(x(s),y(s),t)
ao longo de uma linha [z(s),y(s)], onde s é o comprimento da linha até o
ponto em questao e a fun¢ao d(n) esté localizada no eixo n perpendicular a
S.

(n), (2.62)



22 2 — Conservagao e Transporte

f(z,y,1)

F(x(s),y(s),
(e (2)0) ()

»
‘

direcao do corte n

Figura 2.5: Carga lancada ao longo de uma linha num lago em y = y(x).
Um corte da fungao f(z,y,t) que tem largura infinitesimal e altura infinita,
esta representada esquematicamente no painel inferior.

EXEMPLO

Uma carga toxica solivel em dgua é langada em um reservatorio hidrico (densidade
p = 1.000 kg/m?) cilindrico (profundidade h = 2 m e raio R = 200 m) ao longo de
uma linha passando pelo centro e cruzando diametralmente o tanque. A carga saiu
a uma taxa de ' = 0,02 kg m~! hora~! durante 2 dias inteiros, e parou. A longo
prazo, considerando que a carga se misturou e se dissolveu na agua completamente,
determine a concentracio da substancia em kg/kg e em kg m~3

Solugao:

A carga em kg total ao longo do didmetro em 2 dias é:

M = FALAt = F(2R)At = 0,02 x 400 x 2 x 86400/3.600 = 384 kg.

O volume do reservatério ¢ V = 7hR?> = 251.200 m3. A concentracio ¢ M/V =
1,5 x 1072 kg/m?, ou M/pV = 1,5 x 1076 kg/kg.v’

2.4.4 Sistemas tridimensionais

Qualquer problema complexo de dispersao em agua, atmosfera, e solo, em
que se queira detalhes do transporte em todas as diregoes, tera que ser go-
vernado por uma equagao para a concentragao C(z,y, z,t) (em [MM™!]) do
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tipo (novamente, pela brevidade retiramos a difusao):

oC oC oC oC
— tu—+tv— —

Nesses casos, se a carga Fy (em [MT™!]) for langada pontual e instantanea-
mente em (Zc, Ye, 2, te) O termo fonte sera:

Fi
flx,y,2,t) = —05(1' — Ty Y — Yoo 2 — Zey t — Te), (2.64)
p

onde 6(T — Ty Y — Yoy 2 — 2eyt — te) = 0(x — x:)0(y — ye)0(z — 2.)0(t — t.)
é a delta de Dirac quadridimensional em (z., y., 2, t.). Se o langamento da
carga for disperso no espaco e no tempo F(z,y,2,t) ([ML™3T~}]), teremos
simplesmente:

f(z,y,2,t) = F(z,y, 2,t). (2.65)

Se o langamento da carga for ao longo de uma linha definida por (z(s), y(s), 2(s), t),
com carga igual a F(z(s),y(s), z(s),t) = F(s,t) ([ML™'T~):

flz,y, 2, t) = Fla(s), y(ps), 2(5), t)é(nl, na), (2.66)

onde (ni,ms) sdo as coordenadas de um plano sempre perpendicular a s.
Finalmente, se o langamento da carga for ao longo de uma superficie definida
por (x(r,s),y(r,s), z(r, s),t), com carga igual a F'(z(r,s),y(r,s), z(r,s),t) =
F(r,s,t) ((ML™2T-1)):

f(z,y,z,t) = d(n), (2.67)

onde n é a dire¢ao normal & superficie.

Em muitos casos, principalmente para solugoes numéricas, podemos subs-
tituir a fungao é(x—x., y—y., ...) por uma distribuigdo com um certo espalha-
mento. Por exemplo, podemos substituir §(x — z.) por uma gausseana com
média z. e variancia o2 (o deve ser apropriado para cada caso, dependendo
do quanto se quer que a fonte seja espalhada em torno de z.). Tomando o
cuidado de que a integral sob a fungao deve ser unitéria:

1
Sz —x) — %e—(w—rc)%(zo%_ (2.68)

No caso geral, chamando de & o vetor de coordenadas centralizadas na
fonte (x1,2,...) e de A a matriz de covariancias, que dara o espalhamento



24 2 — Conservagao e Transporte

da fonte em torno do ponto & = 0 (ou seja, A é a generaliza¢ao da variancia
em distribuigdes multivariadas),

A7
(2m)"

onde A~! é a matriz inversa.

§(x) — [ } : exp [—%a}TA_la:} : (2.69)

2.5 Problemas

1. Mostre que, em geral, se um problema de concentragao de soluto (de
uma dada espécie) ¢ permanente (C' ndo muda com o tempo), esse
mesmo problema para a mesma espécie pode deixar de ser permanente
se trocarmos a unidade de concentragao de: (i) ppm para mg 17%; (ii)
mg 17! para ml m~3.

2. Faga uma pesquisa e descubra em que unidades normalmente se apre-
sentam concentragoes de: (i) H,S na atmosfera, (ii) O, na agua, (iii)
O, na atmosfera, (iv) vapor d’agua na atmosfera, (v) agua liquida na
atmosfera (nuvens).

3. Use o Teorema do Transporte de Reynolds para obter a seguinte expres-
sdo para a derivada material (taxa de variacdo temporal da particula
de fluido que estd num dado instante instante passando pelo ponto
x,y, z) da concentragao C' de um soluto em um fluido com densidade p
constante e uniforme: DC'/Dt = 0C/dt+udC'/dx+v0C /dy+wdC/0z.

4. Partindo da equagao do Teorema do Transporte de Reynolds, mostre
que a conservagao da massa do fluido como um todo é 2.13 (considere
que ndo ha fontes ou sumidouros).

5. Partindo da equacgao 2.9, deduza a equagao 2.13.

6. Faga uma pesquisa e descubra uma equacao do gas ideal para o ar
umido, ou seja, considerando a concentragao de vapor d’agua ¢, (kg/kg),
encontre a relagdo p = p(p, T, qy).

7. Mostre que na equagao 2.24 os dois tltimos termos do lado esquerdo e
os dois termos centrais do lado direito se anulam.

8. Mostre que a equagao 2.24 se reduz a equacao 2.21 quando a area da
secao é constante, usando u =U, c=C, e Dy = D.
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Sabemos que a difusao molecular ¢ uma propriedade molecular da mis-
tura fluido-soluto. Pergunta-se: como poderia entdao o coeficiente na
forma dada conter informagao fisica (molecular) da mistura se ele con-
tém apenas Ax e At? Ou seja, como vocé interpreta esse coeficiente
na forma apresentada?

A partir da equagao 2.30, encontre a equagao 2.31.

Considere um sistema unidimensional com agua (p = 990 kg) (um canal
em x com area da segao igual a A = 2 m?) e um despejo instantaneo
emt=0sde FF=50gde HCl feito no ponto x = 0 m. Sabendo que a
equagao da difusao pura e a Daxg, e que o coeficiente de difusao é
turbulento D = 0,5 m?s™!: (i) determine a concentragao C'; no ponto
x =0 em t = 1 dia; (ii) determine em quanto tempo a concentragao
em x = 0 m ir4 cair para 0,1C7; (iii) determine se é possivel que a
concentragao atinja C /2 no ponto x = 2 m. Use a concentragao em kg
m~3 ou kg/kg, especificando; (iv) compare as respostas com o exemplo
resolvido para o caso laminar.

Desenvolva a algebra que levou da equagao 2.39 a equacgao 2.40.

Na secao 2.3.3 estudamos o caso bidimensional de um escoamento em
canal (x,y). Vocé seria capaz de estender a analise para um canal tri-
dimensional onde z seria a dimensao longitudinal, e (y, z) as dimensdes
na segao transversal? Tente.

Sabendo que a equagao para dispersao para um poluente seguindo a
velocidade média de um rio é (usar para a dgua p = 1000 kg/m?):

oc  _ C ,
or ~ Proe Ve hD/ // wvdudy:

Se o perfil de velocidade do rio ¢ o dado na figura 2.6: (i) Calcule Dy, em
funcao de D, e depois calcule Dy, para D = 0,0001 m?/s e D = 2 m?/s;
(ii) Determine se Dy pode ser menor que D, e interprete fisicamente
seu resultado.

Utilizando o valor de D do problema anterior: (i) faga a conversao
da equagao de & para as variaveis independentes x e t (lembrando & =
x—Ut onde U ¢ a velocidade média); (ii) Encontre a solugéo permanente
(2 =0) com condigdes C(z = 0) = 10 gyoluto/ kg, < (z = 0) = 0.
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Poluente com difusividade D(m?/s)

Figura 2.6: Perfil de velocidade.

Uma medicao num lago de area A = 100 km? e profuncidade aproxi-
madamente constante de h = 1,5 m, registrou concentracao média de
um poluente no valor de C' = 6 g/kgn,0. Se o poluente foi langado
instantaneamente no tempo t = t, em um ponto (zo,yo), desenvolva
o termo fonte para essa carga que entraria na equacao da evolucao da
concentragao C' do poluente: % = f(z,y,t). Note que o problema
seria bi-dimensional na horizontal (x,y).

Resolva 2.52 para C(t) com: (i) f(t) = 0,02¢t, C(0) = 0; (ii) f(¢) =
e 005 C(0) = 20; (i) f(t) =2,5cos L, C(0) = 2,5.

24
Resolva 2.54 para C(z,t): (i) f(x,t) = 20(x), C(0) =0; (ii) f(x,t) =0
exceto para —1 < x < 1 onde f(z,t) =10, C(0) = 0.

Em referéncia a equagao 2.62, encontre uma parametrizacao x(s) e y(s)
para o caso de uma carga que ¢ lancada em uma linha circular em torno
do ponto (0,0) com raio de 5 km.

Um trecho de rio (densidade da dgua = 999 kg/m?) com 2 km recebe
uma carga total de 40 kg de um poluente. A carga é uniforme (cons-
tante) ao longo do seu comprimento e foi langada instantaneamente em
t = 10 dias. O rio tem secao transversal de 2 metros e profundidade e
largura 70 m. A equagdo para a concentragao C' (kg/m?) do poluente
no rio é do tipo DC/Dt = f onde f é a funcao for¢ante representando
o despejo. Escreva a funcao f para esta situagao.

Uma carga ¢ lancada em uma segao de um rio com profundidade h = 2
m, e largura B = 25 m. A equagao para a concentracao C' do poluente
(em unidade mg de poluente por Litros de 4gua) em questao nesse rio
é fornecida para vocé, e ela contém o termo de langamento do poluente
no lado direito:

oC oC 0*C
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0 é a funcao delta de Dirac. Olhando apenas para esses dados e para a
equacao, determine quanto (em kg) foi despejado de poluente. Explique
como foi esse lancamento: instantaneo?? Pontual??? Ao longo te todo
o rio??? Ao longo do tempo??? Em suma: explique!!!






Capitulo 3

Processos Fisicos, Quimicos e
Biolbgicos

No capitulo 2 vimos varias propriedades que dizem respeito ao transporte me-
canico de qualquer espécie presente em um fluido. Tratamos principalmente
da lei da conservacao da massa (equagoes de transporte de massa), onde
apareceram termos de fontes e sumidouros. Esses termos podem provocar
aumento ou redugao da espécie no sistema e eles se referem a processos fisi-
cos (por exemplo decantagao de particulados ou evaporagao), quimicos (por
exemplo reagoes quimicas em geral), e biologicos (por exemplo crescimento e
morte de algas). Neste capitulo vamos estudar como esses processos podem
ser modelados. Essencialmente, estaremos buscando formas mateméticas de
incluir esses processos nas equagoes de transporte do capitulo 2 através dos
termos de fonte e sumidouro.

3.1 Radiacao e balanco de energia

Corpos d’agua e a superficie da terra em geral tém como fonte de energia
a radiacao solar, e a radiagao atmosférica. Freqiientemente sao necessarias
informagoes sobre energia disponivel para certos processos ocorrerem. Por
exemplo, o crescimento de phytoplankton depende da fotossintese, que por
sua vez, depende da radiacao solar. A evaporagao da agua ou de 6leo numa
superficie também depende, entre outros fatores da energia vinda radiagao
incidente na superficie. A propria temperatura de um fluido com superficie
livre tem como principal fonte de energia a radiacao solar. Vejamos, por-
tanto algumas consideragoes sobre a radiagao que se fazem necesséarias na
modelagem de varios sistemas.

29
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3.1.1 Balanco radiativo na superficie

O balango energético de radiacdo (em Wm™2) numa superficie livre (em
contato com a atmosfera) ¢ o seguinte:

R,=(R,+R)(1—a)—R., (3.1)

onde R, é a radiagao liquida (energia disponivel na superficie), R, ¢ a ra-
diagao solar incidente, R; é a radiagdo de onda longa incidente (radiagao
atmosférica), a é o albedo da superficie (que é uma propriedade fisica da
superficie em questao), tal que « (Rs + R;) é a radiagao refletida de volta
para a atmosfera, R, é a radiagao emitida pela superficie, calculada por:

R, = eoT?, (3.2)

onde € é a emissividade da superficie em questao, o é a constante de Stefan-
Boltzman (5,667 x 1078 Wm™2K™*) e T, ¢ a temperatura (K) da superficie.
Em casos em que se queira trabalhar com com uma fungao linear da tem-
peratura (por exemplo, para se obter solugoes T analiticas para equagoes
envolvendo R.), pode-se usar a seguinte linearizagao:

R, ~ 73,6+ 1,17T%. (3.3)

Vejamos como o conceito de radiagao pode ser usado em um modelo simples
de temperatura da 4gua num tanque exposto a radiagao constante. Supondo,
para simplificar, que nao ha trocas de calor sensivel nem de calor latente
(evaporagao) entre a agua e a atmosfera, toda a radiagao liquida sera usada
para esquentar a dgua do tanque. A energia necessaria para esquentar 1 kg
de 4dgua de 1 K mantendo a pressao (ou volume) constante é a propriedade
termodindmica chamada de calor especifico a pressao (ou volume) constante,
¢, (ou ¢,). Vamos supor ¢, = ¢, (J kg™' K™') para este caso, e finalmente
vamos supor que a temperatura no tanque é homogénea (uniforme). Assim,
a taxa de variacao de temperatura no tanque pode ser calculada como:

ar A
dt — c,pV

onde V' é o volume do tanque, A é sua area horizontal, e p é a densidade da
agua. A equacao 3.4 é linear, podendo ser re-escrita na forma:

[(Rs + R) (1 — @) — (73,6 + 1,177, (3.4)

dT

dt

e resolvida de forma trivial (ver problemas). O lado direito de 3.4 contém
exatamente todos os termos fontes e sumidouros de temperatura deste pro-
blema simplificado.



3.1 — Radiacgao e balanco de energia 31

Em casos em que nao hé medic¢oes de radiagao para alimentar os modelos,
utiliza-se formulagoes analiticas e/ou empiricas para o célculo da radiagao
solar R, e radiacao de onda longa R; '.

Radiagao de onda longa - R,

A radiagao de onda longa R; pode ser modelada de forma simplificada como
fungao da temperatura do ar no nivel do solo T, (em Kelvin) e da fragao de
nuvens N (0 < N < 1) por*:

R, =eqoT!(1—N)+ NoTp, (3.6)
onde
e 1/7
6 = 0,643 <T) : (3.7)

e e, ¢ a pressao de vapor do ar em Pa.

EXEMPLO

Calcular a radiagao de onda longa emitida por uma atmosfera com temperatura do ar
no solo de T, = 24°C, umidade especifica ¢, = 0,016 kg/kg, pressao de 100.000 Pa e
nebulosidade de 60%.

Solugao:

De hidro-meteorologia: ¢, = %, entdo e, = 2.572 Pa.
Usando R; = €,0T (1 — N) + NoT2, temos: R, =420 W m™2.v/

Radiacao solar - R,

A radiagao solar é funcdo da latitude ¢ (7/2 < ¢ < 7/2), da época do ano
medida pela declinagao do sol 4, e do horario medido pelo angulo horario
w (=7 < w < m, 15° por hora, zero ao meio dia, manhas positivas). Essas
dependéncias geram o angulo de zénite 6, tal que:

cos 8, = sen d sen ¢ + cos 6 cos ¢ cosw. (3.8)

O angulo de declinagdo solar § (radianos) é funcao do dia do ano n (n =1
em 01/01 e n = 365 em 31/12), e pode ser aproximado pela formula (usando

M. Igbal, An Introduction to Solar Radiation, Academic Press, 1983; ou K. N. Liou,
An Introduction to Atmospheric Radiation, International Geophysics Series, Vol. 84, 2nd
Ed., Academic Press, 2002.

2Ver Brutsaert.
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© =2m(n—1)/365):

0 =0,006918 — 0,399912 cos © + 0,070257 sen ©
— 0,006758 cos 20 + 0,000907 sen 20
— 0,002697 cos 30 + 0,00148 sen 30. (3.9)

A distancia entre a terra e o sol (devido a trajetoria eliptica) influencia a
radiagao solar, e pode ser medida pela excentricidade, que é fungao também
da época do ano e pode ser aproximada por:

2mn
Ey =1+ 0,033 cos <%) : (3.10)

O angulo horério refere-se ao horario solar real, que é diferente do horério
local em nossos relégios por causa da diferenga entre a nossa longitude e
a longitude do horario padrao local, e por causa de erro E; na formulagao
eliptica da trajetoria do sol e da inclinagao do eixo norte-sul da terra em
relacao ao plano da elipse. A hora solar que entra na formulagao na forma
do angulo horario w é:

hora solar = hora local + 4 (L, — L;) + E, (3.11)

onde L, ¢ a longitude padrao, L; ¢ a longitude local, ambos em graus, e o
erro no tempo é calculado pela equacao do tempo:

E, = 229,18 ( 0,0000758 + 0,001868 cos © — 0,032077 sen O
— 0,014615 cos 20 — 0,04089 sen 20 ) .(3.12)

A constante 229,18 acima transforma o erro do tempo E; de radianos para
minutos. O horério solar é entao convertido para angulo horario para ser
usado em 3.8. Para o horario de Brasilia (também Sao Paulo, Rio de Janeiro,
Minas Gerais, Paran4, etc.), a longitude padrao é 60° W. Na equagao 3.11,
note que: a cada 15° temos 1 hora; || L, — L;|| < 15 e (L, — L;) sera positivo
quando L; esta a leste de L,; o resultado do lado direito de 3.11 sera em
minutos horarios (60 minutos = 1 hora). E impirtante ndo confundir, nessas
formulas, minutos horarios com minutos estereogréficos.

Com estes parametros geométricos em maos, podemos estimar, num dado
local e numa dada hora e dia, qual é a radiacao solar que chega no topo da
atmosfera (antes da radiacao interagir com a atmosfera):

Ry = EgR.s cosb,, (3.13)

R.s é a constante solar (fluxo médio que chega no ponto da terra mais proximo
do sol), igual a R.s = 1367 W m~2.
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EXEMPLO

Fazer um grafico radiagao extra-atmosférica em Curitiba ao longo do dia 25 de novem-
bro.

Solugao:

Precisamos de 6, para a latitude de Curitiba —25,4° (=-0,443 rad) em 25 de novembro
como fungao do angulo horério w. Primeiramente, para o dia 25 de novembro, © =
5,629 e a declinagao solar ¢ § = —0,3562. Entao

cos(f,) = sen(—0,3562) sen(—0,443) + cos(—0,3562) cos(—0,3562) cosw.

A excentricidade é
Ep =1+ 0,033 cos (5,6463) = 1,0265.

A radiacao sera entao
Ry = EgR.scost, =
Rso = 1,0265 x (1367 sen(—0,3562) sen(—0,443) + cos(—0,3562) cos(—0,443) cosw).

No gréafico, os valores negativos foram cortados pois representam noite.

1500

1000 -

500

Rso (W m_2)

0 |

Hora

v

Ha varios modelos para estimar a radiagao solar (R,) que efetivamente
chega na superficie da terra. Vamos apresentar um desses modelos.

Ry = EyRs (TrayTvap) OS .. (3.14)

onde: 7,4, — transmitancia por espalhamento de Rayleigh nas moléculas do
ar, Tyqp — transmitancia através do vapor d’agua. Esses parametros podem
ser modelados por:

Tray = 1,021 — 0,084 [my (949 x 107"'p 4 0,051)], (3.15)
onde p é a pressao atmosférica local (Pa) na superficie da terra, e
35
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2,9m1m2
Tuap =1 — 0,635 ; (3.17)
(1 + 141,5m1m2) + 5,925m1m2

na qual my = 0,493 Ry,ps/T, Ry, ¢ a umidade relativa do ar na superficie, ps é a
pressao de saturagao de vapor d’agua calculada por ps & exp (26,23 — 5416/T),
e T é a temperatura do ar local em K.

Note que a equacao 3.14 pode fornecer radiagao negativa quando cos @, <
0, nesse caso estamos no periodo noturno, e os valores de R, devem ser
forgados para zero.

Como na atmosfera ha dgua liquida (nuvens, neblina, etc.), a radia¢ao
solar real atingindo o solo é sempre menor que aquela de céu claro, e para
nebulosidade representada pelo percentual do céu encoberto N (0 < N < 1)
a radiagao solar pode corrigida por um fator dependente de N:

0,94 (1 — 0,65N?) R,. (3.18)
R, dada por 3.1 é a quantidade de radiacao liquida atingindo a superficie.
Se quisermos a radiagao penetrando um corpo d’agua, podemos usar decai-

mento exponencial com a profundidade z do tipo R,e™*?, onde A depende
da turbidez do corpo d’agua.

3.2 Balanco de energia em uma superficie

Dada uma superficie horizontal, a radiagao liquida ¢ a fonte de energia dis-
ponivel para:

e aquecer o ar imediatamente acima;
e aquecer o ambiente (solo ou liquido) abaixo da superficie;
e provocar mudancgas de fase, transpiragao, evaporagao.

O balango de energia pode ser escrito como:

R,=H+ LFE -G, (3.19)
onde R, é a radiacao liquida disponivel na superficie em questao, H é o fluxo
de calor sensivel que aquece a atmosfera imediatamente acima da superficie,
LE é o fluxo de calor latente (energia usada para evaporar) para o ar, e G

é o fluxo de calor sensivel para baixo da superficie. A figura 3.1 ilustra o
balanco.
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R, HT LET
4

Figura 3.1: Balango de energia numa superficie. A radiacao liquida é o fluxo
energético repartido entre aquecimento do ar, aquecimento do solo (dgua), e
evaporagao.

Solo ou dgua

3.3 Estratificagao vertical

Um dos processos fisicos mais importantes em dispersao de poluentes na
natureza ¢ a estratificagao vertical, devido & sua capacidade de diminuir ou
aumentar a capacidade do fluido de misturar um poluente.

Diz-se que um fluido esta verticalmente estratificado quando ele estéd em
relativo equilibrio estavel quanto a perturbagoes de velocidade vertical, ou
seja, se uma parcela do fluido é deslocada na vertical, ela tende a voltar a
sua posigao original por forcas de empuxo. Esta situacao pode ocorrer tanto
na atmosfera quanto em corpos d’agua. Essencialmente a estratificacao do
fluido é tanto maior quanto maior for a diferenga de densidade na vertical. A
densidade de um fluido ¢, em geral, fun¢ao da temperatura e de concentragoes
de eventuais solutos presentes no fluido. Na atmosfera, o principal soluto é
o vapor d’agua, e em corpos d’agua, o principal ¢ a salinidade. Portanto
a estratificacao do fluido esta intimamente ligada a equagao de estado do
fluido.

Vejamos o que ocorre qualitativamente pensando apenas na variacao da
densidade da agua com a temperatura. Imagine um reservatorio de agua
bastante profundo numa regiao de clima temperado. Durante um inverno ri-
goroso, a agua deste reservatorio estard certamente bastante fria, com a dgua
da superficie um pouco mais quente, pois ela esta mais leve e por isso esti na
superficie. Ao se aproximar o verao, ha um enorme aumento da intensidade e
duracao da radiagao solar diaria na superficie. Como sabemos essa radiagao
decai para quase zero a poucos metros de profundidade. Portanto, ao longo
do verao havera um aumento de temperatura da agua préoxima a superficie,
e esse aumento sera mais intenso que o da agua do fundo. Sabe-se que a
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densidade da 4dgua cai com o aumento da temperatura (exceto proximo ao
congelamento). Assim, a d4gua mais quente na superficie ficara ainda mais
leve que a 4gua do fundo, e ela tenderd a permanecer na superficie, enquanto
que a agua mais fria tendera a ficar no fundo. A essa tendéncia de cama-
das de fluido “quererem” ficar num mesmo nivel da vertical chamamos de
estratificacao.

Nesta se¢ao veremos alguns conceitos basicos de estratificacao vertical por
gradiente de temperatura, ou seja, para fluidos puros. As idéias sao analogas
para estratificagao gradientes de concentracao de um ou mais solutos.

3.3.1 Estabilidade e freqiiéncia de Brunt-Vaisila

Seja a equacao de estado:
o= p(T). (3.20)

Tomemos um fluido a uma temperatura de referéncia Ty, para a qual a sua
densidade ¢ pg. Podemos entao escrever que, se a funcao p(7') for suficiente-
mente suave, a primeira aproximacao da série de Taylor fornece:

d
prpot LU (T —Ty) = po[l —a(T —Tp)]. (3.21)
dT |,

onde a = 1/podp/dT ;. Em dgua doce, para temperaturas abaixo de 20°C,
a 2,6 x1074(°C) 7"

Se a temperatura do fluido ¢ fungao da vertical z, podemos escrever para
um fluido em repouso que p = py + p,(z), além disso, se o fluido estiver
se movendo, podemos dizer que sua densidade flutua em torno do valor de
repouso:

p(x,y, z,t) = po+ pr(2) + p'(z,y, 2, ). (3.22)

Considere que uma parcela com volume V' de fluido em repouso ¢ levada para
uma distancia h para a posicao z+h com relacao a posicao original z. Na nova
posicdo, aplicando a segunda lei de Newton > F = md?h/dt?, e lembrando
que as forgas em questdo sdo o peso e o empuxo (estamos desprezando o
atrito com particulas vizinhas):

2

vV
de?

[0 + pr(2)] = Vg lor(z+ 1) = pr(2)]. (3.23)
Supondo pg > p,(2), ou po+p,(2) = po. Usando esse fato, e [p,(z + h) — p,(2)] =
dp, = %h, temos:

eh . dp,

@ [Po] = Egh’ (3-24)
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ou
% + N?h =0, (3.25)
onde
nz— _9dp (3.26)
po dz

N é conhecido como a freqiiéncia de Brunt-Viisdlda. Note que se N for
um nimero real, a solu¢gao fundamental de 3.26 é uma sendide, ou seja,
parcelas de fluido tendem a querer voltar para sua posi¢ao original: uma
parcela de dgua que sobe, tendera a ficar mais pesada que a agua vizinha e
descer; se ela desce abaixo da posicao de equilibrio, ela fica mais leve que a
agua vizinha e tende a subir. Esta ¢ a situacao de estabilidade, e ¢ o usual
para fluidos estratificados. Se, ao contrario, N é imaginario (N? < 0), a
solugao de 3.26 serd uma exponencial positiva e outra negativa, a solucao
exponencial positiva leva um deslocamento inicial h a crescer com o tempo,
pois quando uma parcela de adgua sobe, ela fica mais leve e tende a subir
ainda mais, e vice-versa para uma parcela que desce. FEsta situagao ¢ de
instabilidade, e normalmente elas nao se sustentam por periodos prolongados,
ja que rapidamente o fluido tende a se rearranjar para uma situacao mais
estavel.

Varios efeitos tendem a quebrar a estratificacao, como convecgao, mis-
tura pelo vento, etc. Mais detalhes de estratificagao serao apresentados nos
proximos capitulos.

3.4 Sedimentacao

Sedimentacao aqui se refere aos processos fisicos de decantacao, erosao, e res-
suspengao de sedimentos e residuos num meio fluido (principalmente corpos
d’agua).

3.4.1 Particionamento de substancias quimicas no sedi-
mento

Quando um produto quimico esta presente na forma dissolvida e particulada
(adsorvida na forma de sedimentos) na agua, é comum se particionar sua
concentragao usando um coeficiente k, (unidade inversa a de concentracao
de sedimento [C]™!) de particionamento, de modo que a concentragao da
substancia dissolvida C' e particulada C), se relaciona com a concentragao Cj
de sedimento em suspensao e a concentracao total C; do produto quimico da
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seguinte forma:

1 k,Cs

SR =P o 2
671+@@a’ p1+@@q (3:27)

Para o sedimento de fundo (sedimento muito proximo ao fundo do corpo
d’agua), substitui-se Cs pela concentragao de sedimentos de fundo. Uma
substancia quimica, portanto, pode estar presente na forma dissolvida, em
sedimentos de fundo, e em sedimentos em suspensao. Nos modelos, podemos
estar interessados nas concentragoes de cada um em separado, para isso,

devemos ter uma equagao para cada concentracao (dissolvido, suspensao, e
fundo).

3.4.2 Decantagao

Sedimentos (e substancias quimicas dissolvidas e adsorvidas no sedimento)
presentes no fluido sao transportados com a velocidade do fluido, mas podem
também ser arrastados pela gravidade para baixo por serem mais pesados que
o fluido. Em geral, essas particulas sao pequenas o suficiente para que o atrito
delas com o fluido seja o de um escoamento laminar. Nesse caso, admitindo
uma particula esférica de didmetro d; a velocidade terminal de decantagao
seria dada por (lei de Stokes):

=2 (p, — p)d> 2
w 1m@ p) d; (3.28)

Caso o escoamento nao seja laminar, e a particula tenha forma arbitréaria, a
formula geral seria:

29 (ps —p)V
s = ————, 3.29
w Condl (3.29)
onde V' é o volume da particula, A é a area projetada no plano horizontal, e
wsp(V/A)

Cy é um coeficiente de atrito dependente do ntimero de Reynolds ==
A taxa de sedimentagao ¢ um sumidouro que diminui a concentracao C
de um poluente particulado numa taxa k, = %=, onde h é a profundidade

h
local do corpo d’4agua, tal que:
dC w
_— = —]{js = i . .
= C Y C (3.30)

3.4.3 Ressuspensao

Quando a concentragao de sedimentos num rio esta em regime permanente,
a taxa de ressuspensao anula a taxa de decantacao. H& casos entretanto
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em que a ressuspensao supera a decantagao. Isso em geral ocorre quando
ha uma anomalia no escoamento. Em corpos d’agua, em geral o fendémeno
estd associado a ventos soprando na superficie gerando ondas que por sua
vez geral velocidades no fundo. A ressuspensao se dé nos casos em que a
tensao gerada no fundo supera uma tensao critica necessaria para arrancar
a particula (sedimento). A ressuspensdo pode também ser devida a um
aumento da velocidade do fluido para valores acima de um valor critico, o
que aumentaria a turbuléncia proxima ao fundo. A formulagao para calculo
da tensao critica de ressuspensao ¢ bastante complicada e nao seréd tratada
aqui. O leitor poderéd encontrar essas formulagoes na literatura especializada
de transporte de sedimentos.

3.5 Reacgoes quimicas

3.5.1 Lei de Guldberg e Waage - Acao das Massas

A taxa de uma reacgao é proporcional ao produto entre as concentragoes das
substancias presentes elevadas aos respectivos coeficientes estequiométricos.
Considere a seguinte reagao quimica envolvendo substancias A, B, C, e D:

aA +bB = cC + dD. (3.31)
As taxas de transformacao para a direita e para a esquerda em 3.31 sao:
k) [A'B]” e k)[CID), (3.32)

onde [X] denota a concentragao (molar, quase sempre em unidade [ML™3])
de X.3 No caso de equilibrio quimico:

k() [A]*[B]” = k) [CI°[D]. (3.33)

e a razao K., = k()/k— ¢ a constante de equilibrio da reagao.

Caso a reagao seja elementar, unidirecional, contendo apenas a transfor-
magao da espécie A na espécie B: A—B, a taxa de rea¢ao quimica de acordo
com a lei da agao das massas é:

d[A]

i E[A]. (3.34)
3A rigor, em casos onde a reacdo envolve ionizacdo, deveriamos usar a atividade da

espécie, e nao simplesmente sua concentracdo molar no balanco da reacao. A atividade

é a concentracao efetiva dos ions participando do processo. Para solugoes bem diluidas

elas sdo praticamente iguais (que é o caso mais comum em ambientes aquaticos, de nosso

interesse aqui).

taxa =
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A reacao 3.34 é chamada de reagao de primeira ordem. Reagoes de ordem
superior também sao possiveis. Por exemplo:

A+B—C = taxa = % — —k[A][B]. (3.35)
2D — E = taxa = % = —k[D]*. (3.36)

Os termos do tipo mostrado no lado direito de 3.34 a 3.36, sao for-
cantes de decaimento (termos de sumidouro) quando negativos, ou de au-
mento (termos de fonte) quando positivos, e o parametro k da a taxa de
aumento/decaimento. Assim, esse tipo de termo aparece na equagdo de
transporte (termos f;’s em 2.13) quando hé reagbes quimicas envolvendo
a substancia cuja concentracao esta em questao. Aqui estamos desprezando
os termos de advecgao, difusao, dispersao, e mantendo apenas a taxa de
variagao temporal, para simplificar a notacao.

3.5.2 Influéncia da temperatura na taxa de reagao

A taxa de reacao k é influenciada pela temperatura 7" do meio fluido onde
ocorre a reagao. Sabe-se que numa reagao, hé estados intermediarios envol-
vendo o0s reagentes, e que a reagao s6 pode ocorrer apés um aumento da
energia interna desse complexo intermediario. Essa energia “extra” AFE, é
chamada de energia de ativagao.

Sabe-se que a taxa de reacao k é funcao da temperatura 7', de AE,, e da
constante dos gases R:

K(T) = Ae™ 5", (3.37)

onde A é uma constante que depende da reacao em questao. Considerando
as temperaturas distintas 7} e T5 e seus respectivos krp, e kp,:

k(T}) = k(Ty)emrits T2 (3.38)

Admitindo 2£+ aproximadamente constante:
RTI Ty

k(Ty) = k(Ty)0 T —T2), (3.39)

onde # é uma constante pouco maior que a unidade (1 <6 < 1,1). A tabela
3.1 mostra valores de theta para alguns processos envolvendo reacao quimica.
Comumente, a equagao 3.39 ¢é apresentada com 77 = T, e com Ty, = 20°C,
como temperatura de referéncia:

k(T) = k(20)07 29, (3.40)
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PROCESSO 0
DBO 1,047
Reaeragao (O,) 1,024-1,037
Fotossintese algal 1,065
Nitrificagao 1,04
Intemperismo quimico 1,02
Respiracao de bactérias 1,03
Alimentacao de zooplankton 1,07
Respiracao de zooplankton 1,06

Tabela 3.1: Constante 6 - efeito da temperatura nos processos.

3.5.3 Ordem de reagoes

A taxa da seguinte reacao elementar:

aA+bB+cC+ ... — .. (3.41)
é
taxa = k[A]*[B]°[C]°... (3.42)
e a ordem da reagao é
ordem =a+b+c... (3.43)

diz-se também que a reacao é de ordem a para o reagente A, b para o B, e
assim por diante. A maioria dos casos de interesse caem em ragoes de ordem
zero, um, e dois. A seguir, apresentamos rapidamente as reagoes de ordem
zero, um, e dois. Reacoes de ordem mais altas nao serao apresentadas por
serem muito mais raras.

Reagoes de ordem zero

Quando a concentragao da substancia A cai numa taxa ky que nao depende
da sua concentragao, temos uma reacao de ordem zero:
d[A]
dt
Exemplos de reacoes de ordem zero sao: producao de metano, e liberagao de
produtos por hidroélise em sedimentos anaerobios.

= —k. (3.44)

Reacoes de ordem um

Reagoes de ordem um (ou de primeira ordem) sdo as mais comuns em mo-
delagem ambiental. Chamando a taxa de reagao de ki, essas reagoes sao do
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tipo:
AL B, (3.45)
e as taxas de variagao de concentragao sao:
d[A]
— = —klA 3.46
- (4] (3.46)
d[B]
— kq[A]. 3.47
= kAl (3.47)

Outro tipo de reacao de primeira ordem ¢ a de crescimento: uma espécie
A se duplica para 2A: A LINDYY

djA
dAl A, (3.48)
dt
EXEMPLO
Resolver 3.46 e 3.47 para k; constante e condigdes iniciais (em t = 0) [A] = Ap e
[B] = By.
Solugao:

Primeiramente vamos resolver 3.46, depois substituir a solugao em 3.47. Separando as
variaveis:

d[Al/[A] = =k dt,
integrando entre t =0 e t:
In[A] —InAg = —kit = [A] = Age M1,
que substituido em 3.47 fornece:

integrando
_—

d[B]/dt = Age~F1t, [B] = —Age ¥ + constante

Aplicando a condicao inicial para B: [B] = Ag (1 — e’klt) + By. vV

Reacoes de ordem dois

Reagoes de ordem dois (ou de segunda ordem) sdo menos comuns, e normal-
mente resultam em equagdes nao-lineares. Por exemplo:

A+A2B (3.49)

e as taxas de variacao de concentragao sao:

d[A] _
= —hAlAL (3.50)
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ou: d[A] - ;
= A (3.51)

Outro tipo de reagao de segunda ordem é:
A+B 2, (3.52)

que da a seguinte equagao para a concentracao de A:

d[A]
At

Note que em 3.53 temos no lado direito duas variaveis, e portanto deve-
mos usar alguma informacao extra sobre a concentracao de B, se quisermos
resolvé-la.

— —ky[A][B]. (3.53)

EXEMPLO

Resolver 3.51 para ks constante e condigdes iniciais (em ¢t = 0) [A] = Ap.

Solugao:

Separando as variaveis:
d[A]/[A)? = —kodt,

integrando entre t =0 e ¢:

1/[A] = 1/Ag = —kot = [A] = (1/Ag — kot) ™' .V

3.5.4 Cinética de enzimas: modelo de Michaelis-Menton

Considere a cinética de enzima simplificada contendo dois estagios de reacao
com uma enzima E, um substrato S, gerando um produto P. O esquema das
reagoes é:

2
E+S%(ES)%E+P,, (3.54)
5 enta

onde (ES) é o complexo enzima-substrato. As taxas de variagdo das concen-
tragoes de (ES) e P sao:

@ — ky[E][S] — ka[ES] — ks[ES] (3.55)

dfp] _
5 = kalES) (3.56)
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Admitindo que o substrato esta em equilibrio no processo, @ =0, e que
ko >> ks, resulta a seguinte relagao de equilibrio quimico:

ka [E]S]

k_l = Keq = ﬁ (357)

Chamando de Er = E + ES a quantidade total de enzima no sistema, ¢é facil
notar que a equagao 3.56 torna-se:

dip] _ o (B[]

& K+ 8 (3:58)

Note o efeito catalisador da enzima [E;|, aumentando a producao de P. O
modelo de Michaelis-Menton ¢é obtido para crescimento de biomassa num
ambiente onde S é a fonte de alimento. Substituindo-se k3[E;] por pi,,[P],
onde i, é a taxa de crescimento maximo de P:

d[P] [S]
'l Y P). .
i =g (3.59)
Definindo S
S) = py——s, 3.60
H(S) = g s (360
temos A[P]
il P1. .61
= u(S)[P) (3.61)
Em casos mais complexos, onde hé vérios substratos S;, S,, ... com varias
constantes de equilibrio K1, Kego, ... a funcdo u([S;][S,], - - ) torna-se:
[5] [Sa )
S11[Ssl, -+ ) = ptm , cee ) 3.62
S8 = o (ot (3.62)

onde a funcao f depende do processo. Por exemplo, f pode ser o menor valor
entre seus argumentos, a média, etc.

Comumente adota-se para a formula de Michaelis-Menton substituindo-se
K., por uma concentragao de meia saturacao ks, ou seja, o valor de S para

a qual i/ iy = 3.

3.5.5 Reacgoes em seqiiéncia

Considere o seguinte tipo de reagao irreversivel:

A BE (3.63)
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Um exemplo desse tipo de reacao é o processo de nitrificagao, no qual a
amonia se transforma em nitrito, que por sua vez, se transforma em nitrato.
Outro exemplo com componente biologico ¢ a seqiiéncia de decomposicao
aerébica de matéria organica: DBO — O, — 0.

Esse tipo de reacao gera um sistema acoplado de equagoes:

% = —k[A], (3.64)
% = +hi[A] — k[B], (3.65)
di€] _

5 = th[Bl. (3.66)

Esse sistema em particular pode ser facilmente resolvido. Primeiramente
resolve-se 3.64 para [A], com a qual pode-se resolver 3.65 para [B], e final-
mente resolve-se 3.66 para [C].

3.5.6 Reacoes reversiveis - sistemas complexos

Reagoes como acido-base e adsorcao-dessor¢ao sao reversiveis do tipo:

Ky
X =2, (3.67)

Yy

para a qual o sistema de equacgoes é:

Y kX R (3.68)
% = kY] 4 (X, (3.69)

Casos ainda mais complexos como:

135

Ky

‘4/3
v (3.70)
fornecem:
% = —kayy[X] — ko [X] + e [Y] + k.0 [Z], (3.71)
O Y]~ kY] b [X] Ry, (3.72)
W ) = bl ] + FoalX) + R[] (3.73)
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3.5.7 Estado de transicao, energia livre, e energia de
ativacao

Nesta se¢ao vamos mostrar a conexao entre taxas de reagoes quimicas e
variaveis termodinamicas como temperatura, entalpia, e entropia.

Ja vimos que uma reagao se completa quando os reagentes recebem su-
ficiente energia (energia de ativagao) nos estagios intermediarios da reagao.
Considere a reagao:

A+BCE AB+C, (3.74)

separada em dois estagios. Primeiramente, forma-se um complexo ativado
ABC:
A +BC = ABC, (3.75)

depois o complexo é dissociado:
ABC — AB + C. (3.76)

Suponha que a energia de ativagao para ocorrer a reacao seja AFE,. Sabemos
que quanto maior for o valor de E,, menores sao as chances da reacao ocorrer,
e menor sera a taxa de reacao no segundo estagio k,:

d[AB] d[C]
— = — = k,|ABC]. )
= = [ABC] (3.77)
A taxa de reagao k, pode ser escrita como
d[C] T
ky = —— = Cyp—, 3.78
m b (3.78)

onde Cj, = 1,38 x 1072 J K~! ¢ a constante de Boltzman, h = 6,63 x 10734
J s7! ¢ a constante de Planck, e T ¢ a temperatura do meio em K. Supondo
que o complexo ativado esteja em equilibrio com os reagentes, e a constante
de equilibrio seja K,:

[ABC]
K, = , 3.79
ATBC 379
e de 3.77 temos: dic
% = k,K,[A][BC]. (3.80)
Sabe-se que a energia de ativacao ¢é:
AFE, =—RTInK,, (3.81)

entao

AE
k=k,K, = k,exp (— RT“) : (3.82)
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Da termodinamica, podemos substituir a energia de ativacao por
AE,=AH, —TAS,, (3.83)

onde AH, é a entalpia de ativagao, e AS, é a entropia de ativagao.
Note que diminuindo AF,, aumentamos a taxa da reagao k. O papel de
um catalisador é justamente reduzir AF, para acelerar a taxa de reagao.

3.6 Equilibrio quimico

Em modelos ambientais, as rea¢oes quimicas podem entrar na forma de ter-
mos com taxas de rea¢oes como foi mostrado na sec¢ao anterior. Entretanto,
algumas reagoes podem ocorrer muito mais rapidamente que o passo de
tempo do modelo, ou seja, em uma escala de tempo muito menor que aque-
las envolvidas na modelagem explicitamente. Nesse caso, pode-se considerar
que essas reagoes estao localmente em equilibrio quimico e nao incluir os
varios reagentes no modelo de transporte explicitamente, e sim atualizarmos
no nosso modelo as concentragoes dos produtos quimicos em questao consi-
derando perfeito equilibrio. Normalmente isso ¢ feito através de atualizagoes
de concentragoes das espécies em sub-modelos de equilibrio quimico dentro
do modelo global. Nesta secao veremos alguns dos tipos de equilibrios mais
comuns em problemas ambientais, particularmente veremos solu¢oes envol-
vendo agua.
Dada uma reagao que qtinge o equilibrio, denotamos a reac¢ao por:

aA +bB = cC + dD. (3.84)

Se as substancias A, B, C, e D forem solucoes, definimos a constante de
equilibrio por:

C)°[D]*

K = 9OL (3.85)

[A]"[B]
Quando uma substancia é um sélido reagindo com um liquido, por conven-
¢ao, a concentracao do solido é substituida por 1 (ndo entra no célculo da
constante de equilibrio). Similarmente, se a reagao se d4 em uma solugao
aquosa, a concentragao de agua nao entra na equagao.

3.6.1 Dissociacao da agua

Em geral ha na dgua fons de hidrogénio e hidréxidos diluidos em pequenas
concentragoes. A equacao de equilibrio é:

H,0 = H* + OH". (3.86)
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A constante de equilibrio é:

HT|[OH-]

K, = HO (3.87)

O valor de K,, ¢ aproximadamente constante para uma dada temperatura, e
¢ igual a 107 a 25°C.

3.6.2 Potencial hidrogénico - pH

A quantidade de H" em uma solu¢do ¢ um importante parametro quimico e
da origem ao conceito de pH, a concentragao ou potencial hidrogénico:

Quando o pH < 7, diz-se que a solu¢ao é um dcido (solugdo dcida), quando
pH > 7 diz-se que a solugao é uma base (solu¢do alcalina). Vejamos agora
equilibrios dcido-base.

3.6.3 Acido-base

Um acido ¢ uma substancia que fornece um préton numa solucao, enquanto
uma base ¢ uma substancia que recebe um préoton. Equilibrios acido-base
envolvem ionizagao. Considere um écido HA e a seguinte equagao de equili-
brio:

HA = H" + A", (3.89)
A constante de equilibrio é:
K — . .

Nesse caso, o componente A~ é chamado de base conjugada de HA. Portanto,
no equilibrio, a presenga de um acido esta associada a presenca da sua base
conjugada, e vice-versa. a equacao 3.90 pode ser re-escrita como:

1 [A7]
R o
Tomando o log: )
pH = pK, + logy, (%) : (3.92)

onde definimos pK, = —log,, K.
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Considere agora a equagao de equilibrio de uma base BOH:

BOH < B* + OH". (3.93)
A constante de equilibrio é:
[BT][OH"]
Ky=—+7"——— 3.94
= 5o (3.94)
Similarmente ao acido, define-se pKj = —log;, Kp. Quanto maior o valor de

K, (K}) mais forte é o acido (base) e mais fraca ¢ a base (4cido).
A 4gua pode ter tanto o papel de acido quanto de base numa solugao.
Por exemplo, na solu¢ao em equilibrio:

HCl + H,0 = H,0" + CI", (3.95)

a dgua recebe um proton para se tornar H;O1 | portanto ela tem papel de
base. Em contrapartida, na reacao:

NH, + H,0 = NH} + OH™, (3.96)

a agua doou um proéton, e tem papel de acido, tornando-se a base conjugada
OH™.

A tabela 3.2 mostra constantes de equilibrio na escala p (pK,, pK;) a
25°C para varias solugoes acido-base.

3.6.4 Oxidacao-reducao

Em sistemas em equilibrio sempre que um composto perde elétron(s), di-
zemos que ele sofreu ozidacao, enquanto que quando um composto recebe
elétron(s), dizemos que ele sofreu uma redu¢ao. Véarios processos ambientais
(inclusive envolvendo micro-organismos) envolvem oxidagao-reducao. Algu-
mas reagoes de oxidagao-reducgao sao lentas, e nesses casos o equilibrio nao
pode ser aplicado pois ele demoraria a ser atingido. A forma de lidar com
esse tipo de equilibrio ¢ idéntica a dos equilibrios &cido-base, porém agora
temos que especificar a quantidade de elétrons como um dos componentes;
na escala p temos um analogo ao que o pH é para protons:

pe = —loge™, (3.97)

onde e~ ¢é a atividade elétrica e log é na base 10.
Numa reacao qualquer aA + bB = ¢C + dD, vale a equagao de Nerst:

cnd
AngEO—ﬂlnCD

WF " Aape (3.98)
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NOME DO ACIDO FORMULA DO ACIDO | BASE CONJUGADA | pK, | pK,
acido perclérico HCLO, ClOy -7 | 21

acido cloridrico HCL Cl™ -3 | 17
acido sulftrico H,SO, HSO; -3 | 17
acido nitrico HNO;, NO3 -1 ] 15

fon hidrénio H,O* H,O 0 14

fon bissulfato HSO; SO;~ 1,9 | 12,1
acido fosforico H,PO, H,PO, 2,1 | 11,9
fon ferro aquoso [Fe(H,O),]*" [Fe(H,0),]*" 2,2 | 11,8
acido acético CH;COOH CH,;COO™ 4,7 1 9,3
fon aluminio aquoso [Al(H,0)4]3" [Al(H,0),]** 49 | 9,1
di6éxido de carbono aquoso H,CO,4 HCOZ 6,4 | 7,6
sulfeto de hidrogénio H,S HS™ 70 | 7,0
fon di-Hidrogeno fosfato H,PO, HS™ 72 ] 68
acido hipocloridrico HOCL OCL~™ 76 | 64
cianeto de hidrogénio HCN CN™ 92 | 48
acido borico H,BO, B(OH), 9,3 | 4,7
fon aménio NH; NH, 93 | 4,7
acido silico Si(OH), Si(OH); 9,5 | 4,5
fon bicarbonato HCO3 CO3~ 10,3 | 3,7
fon silicato SiO(OH)z SiO,(OH)2~ 126 | 1,4
fon bissulfeto HS™ S% 14 | 0

agua H,O OH™ 14 0

amonia NH, OH™ 23 | -9
fon hidroxido OH™ 0%~ 24 | =10
metano CH, CHjy 34 | —-20

Tabela 3.2: Equilibrio acido-base, em ordem decrescente de acidez.
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onde A€ ¢ o potencial de reducao (em Volts) e A&, ¢ o seu valor padrao. F
¢ a constante de Faraday. Usanto padrao a T' = 25°C e trocando o logaritmo
para a base 10:

1 ‘ID)*
AE = AE° — 0,059159 log (CTID] 5, (3.99)
n [A]"[B]
A relagao entre o potencial AE e pe é:
FAE 0 FAE®
=2 = = 1
P RTIn 10 P = R 10 (3-100)
Considere a seguinte reagao:
A+ne” = A", (3.101)
O calculo de pe pode ser feito da seguinte forma:
1 A
=pe’ + ~1 102
pe = pe +n0g<[An_]), (3.102)
com
pe’ = 16,9A8°, (3.103)

onde n é o nimero de elétrons envolvidos, e AEY é o potencial padrao do
eletrodo a 25° C. Dados pey calcula-se AEY, e vice-versa. A constante de
equilibrio, ou equivalentemente, valores de AEY, dependem da reacdo. Algu-
mas reacoes de oxidacdo-reducao e seus respectivos AEY’s estao mostradas
na tabela 3.3. Algumas tabelas trazem a constante de equilibrio da reagao
na forma log K, a relacao entre log K e AE? é: log K = 16,9nAE°, onde n &
o numero de elétrons envolvidos na reacao.

3.6.5 Influéncia da temperatura no equilibrio quimico

Da termodinamica, a seguinte equacgao ¢ valida para a constante de equilibrio
K de uma reagao (equagao de Gibbs):

K =e 5T, (3.104)

R é a constante dos gases, T' ¢ a temperatura, e AG® ¢ a variacao energia
livre padrao da reagao:

AG? = AHY — TAS°, (3.105)
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REAGAO peo (25° C) | AEY (25° C)
Na® + e~ = Na(s) -46 -2,71
Zn*t +2e” = Zn(s) -26 -0,76
Fe’™ +2e~ = Fe(s) -15 -0,44
Co®" +2e~ = Co(s) -9,5 -0,28
2H 4+ 2¢~ = H,(g) 0 0
S(s)2H' +2e~ = H,S(g) 0,47 0,14
Cu*" +e” = Cu’ 2,7 0,16
AgCl(s) + e~ = Ag(s) + CI” 3,7 0,22
Cu?t 4 2e~ = Cu(s) 12 0,34
Cut + e~ = Cu(s) 18 0,52
Fe'* + e~ = Fe’* 13,1 0,77
Agt +em = Ag(s) 13,5 0,80
Fe(OH);(s) + 3H* + e~ = Fe*" +3H,0 18,8 1,06
10,(g) + H + e~ = 1H,0 21 1,23
105 +6H" +5e~ = Ag(s) 104 1,23
MnO,(s) +4H* 4+ 2e~ = Mn*" + 2H,0 42 1,23
Cly(g) +2e- = 2CI" 46 1,36
Co®t + e~ = Co?** 31 1,82

Tabela 3.3: Reacoes oxidacao-reducao em equilibrio, e respectivos pey e E°
a 25° C. Nas formulas das reagdes, (g) e (s) se referem a componentes no
estado gasoso e solido, respectivamente.
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onde AH? ¢ a variacao da entalpia padrao durante a reacao, e AS? ¢ a
variacao da entropia padrao da reacdo. Se AS® ndo variar muito com a
temperatura a uma pressao constante:

o [AG° AH®
e, usando In K = _}%TGO:
Oln K 0 AGY 1 AH°
=— |- = | === 1
T T ( T R) RT?’ (3.107)
e finalmente, integrando entre Ti.f e 1"
KT) 1 (T AH°
1 = — dT. 1
n Ko 7 /Tref T2 (3.108)
Caso AH" varie pouco com a temperatura:
K(T) AH° 1 1
1 = - —=]. d
" Kref R (Tref T) (3 09)

K(T) agora é funcao da temperatura,lis ¢ a temperatura de referéncia
(25° C = 298,15 K) e K, é a constante do equilibrio a essa temperatura
de referéncia.

Valores de variagao da entalpia padrao AH? e/ou como calcula-las para as
reagoes mais comuns podem ser encontrados na literatura de termodinamica
quimica com facilidade.

3.6.6 Adsorcao

A adsorgao é um processo pelo qual fons (A) inicialmente dissolvidos na dgua
(concentragao [A]) se ligam quimicamente no contato com superficies solidas
(sedimentos, calhas de rios, fundo, etc.) e ficam “presas” na superficie e nos
poros proximos a superficie. O processo normalmente se d4 em direcao a
um equilibrio relativamente rdpido (minutos) entre a concentragao [A,, |
adsorvida (nem particulas sélidas) e a concentragao de equilibrio [A,, | dissol-
vida na agua. Nesse equilibrio, cada fon do quimico adsorvido ¢é equilibrado
por ion liberado pela superficie adsorvente. Um dos modelos de adsor¢ao em
equilibrio mais comuns ¢ o de Langmuir:

Kad[Ay)
Appeg] = et
Paaea = TR A

eq] ’

(3.110)
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onde K4 é dado em unidade inversa a de [A| e é uma constante de equilibrio
que depende do soluto adsorvido e da superficie.

Em casos em que a modelagem de qualidade da agua se d4 em uma escala
temporal da ordem da escala de equilibrio da adsorcao, pode-se incluir um
termo de reagao/adsor¢ao na equagao para [A] da seguinte forma:

d[A]

F — _kemt ([A] - [Aeq]) y (3111)
acoplada com uma equacao para A_;:
d[A
Rl - i (A ~ s ed)) (3112)

onde Ky , ket s@0 as taxas de transferéncia de massa interna (adsorvente)
e externa (dissolvida em agua), e n é a porosidade da superficie adsorvente.
Na equagdo 3.111, [A_ ] é a concentragao dissolvida na dgua se o componente
quimico estivesse em equilibrio com a fase adsolvida [A_4]. Em 3.112, [A ;|
¢ a concentracao adsolvida nas particulas sélidas, se o componente quimico
estivesse em equilibrio com a fase dissolvida [A].

3.7 Oxigénio dissolvido e DBO

Um dos processos mais importantes em modelagem de dispersao de poluentes
em ambientes aquaticos ¢ o de degradacao aerdbica de matéria organica.
Um dos indicadores da qualidade da 4gua quanto a quantidade de matéria
organica presente ¢ a demanda bio-quimica de oxigénio - ou DBO.

A reagao envolvendo processos bio-quimicos pela acao bacteriologica que
degrada matéria organica (DBO carbonécea) pode ser representada por:

CH,0  + 0, Deetéi,CO,  + H,0 (3.113)

agua organica - DBO oxigénio dissolvido diéxido de carbono agua limpa

onde o oxigénio dissolvido (OD) e o carbono orgénico sdo consumidos pelas
bactérias para gerar gas CO,. O consumo de oxigénio pode ser compensado
pela reaeracao do corpo d’agua, que pode levar a concentragao de OD ao nivel
saturado. Um corpo d’agua ambientalmente sadio deve possuir concentragao
de OD de, no minimo 5 mg/1.

As equagdes para evolugao das concentragoes C' de OD e D de DBO sao:

% = _kbactDC + ka (Csat - C) ) (3114)
D = _kbactDca (3115)

dt
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onde kpaet ¢ a taxa de degradagao em unidade ([C][T])™!, k, ¢ a taxa de
reacracao, ¢ Uy, ¢ a concentracao de saturagao de OD, que é funcao da
temperatura e salinidade. Como 3.114 e 3.115 sao nao lineares, é comum
utilizar-se uma aproximagao de primeira ordem:

% — kD 4 ky (Cony — O, (3.116)
dD

— = —k4D 11
dt kd ; (3 7)

onde kg = kpactC' € uma taxa de desoxigenacgao. Note que as unidades de ky e
knact C' sao diferentes, e que a utilizagao de k; como constante é apenas uma
aproximacao.

Outros processos de demanda de oxigénio como nitrificagao e respiracao
de phytoplankton podem alterar a concentracao de OD. Por exemplo o con-
sumo de amonia NH; se d4 com a reacao de consumo de oxigénio:

NH, + 20, — NO; + H,O + H™. (3.118)

Valores tipicos de k; para degradagao de DBO sao da ordem de 0,05-
0,5 dia=! e idealmente devem ser calibrados com observacoes. Ha varias
formulagoes de coeficientes de reaeracao para diferentes corpos d’agua. Para
corpos d’agua unidimensionais (rios e canais), usa-se a formula:

b
1+0,23950,"%%) (3.119)

k, = aﬁ (
onde k, (dia™') é a taxa de reaeragao, U ¢ a velocidade média da segao (m
s71), h (m) ¢é a profundidade hidraulica da segao, e U, (m s7!) ¢ a velocidade
do vento local a 10 m de altura. a, b, e ¢ sao constantes de calibragao. Valores
tipicos sao: a=1—5,b=05—1,ec=1—2.

Para corpos d’agua bidimensionais (lagos, estuarios, baias, etc) as velo-
cidades da agua sao bem baixas, e o vento é o fator mais importante na
reacracao. Nesse caso coeficiente de reaeragao (em dia™!) pode ser modelado

como *:

~0,7820,'% + 0,319, + 0,03720,°

ka N :

(3.120)

onde h ¢ a profundidade local do lago.

Conhecendo-se o valor de k, e k; para uma temperatura de referéncia,
pode-se usar 3.39 ou 3.40 para se estimar valores para diferentes temperatu-
ras. No caso de reaeracao # = 1,024 — 1,037, e para desoxigenacao, 0 = 1,047.

4Banks, R. B. e Herrera, F. F., 1977. Effects of wind and rain on surface reaeration,
ASCE, J. of Environmental Engineering, 103, EE3, 489-504.
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Quando ha decantacao de matéria organica sedimentada, o termo de sedi-
_ws

mentacao —k,D = —4%=D (ver equagao 3.30) pode ser somado ao lado direito
de 3.115.

3.8 Nitrogénio, fésforo, e algas

Nesta segao apresentaremos consideragoes sobre os ciclos do nitrogénio e
do fosforo, que sao os principais nutrientes presentes em corpos d’agua que
dao origem a phytoplankton - algas normalmente indesejadas quando em
quantidade excessiva - através da fotossintese. Também mostraremos como
o proprio crescimento das algas pode ser modelado através da medida de
de concentracao de clorofila-a, muito usada para quantificar concentracao de
phytoplankton.

3.8.1 Nitrogénio

Corpos d’agua podem: trocar nitrogénio por reaeracao, recebendo N, da
atmosfera, trocar fons de nitrogénio por adsorsdo/dessor¢ao com sedimentos,
perder nitrogénio por sedimentacao, e ganhar nitrogénio pela mineralizagao
do nitrogénio organico dissolvidos e particulados. Uma vez no corpo d’agua,
reagoes quimicas envolvendo o nitrogénio podem ocorrer. Para qualidade
da agua, as formas mais importantes em que o nitrogénio se apresenta sao
a amonia NHy (toxica se presente em grandes quantidades), o fon amoénio
NHj, o nitrito NO;, e o nitrato NO3. A reagao que transforma amonia em
nitrato passa por uma fase intermediaria, muito mais lenta, que transforma
a amoénia em nitrito, ambas por acao de bactérias:

3 enta —

NH; + S0, i, NOj 4+ H' + H,0, (3.121)
1

NO; + 502 — NOgj, (3.122)

em virtude disso, as concentragoes de nitrito na dgua sao normalmente bem
pequenas. As concentragoes de amoénia e fon amoénio estao praticamente em
equilibrio sempre:

NHf = NH, + H*, (3.123)
[NH,][H]

[NH]

tragoes dependem fortemente do pH da solucao, mas em geral a concentragao
de fon amoénio é mais abundante que a de amoénia.

onde a constante de equilibrio ¢ K = ~ 107925 ou seja, as concen-
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E possivel também que haja o efeito (também por acdo de bactérias) da
desnitrificacao, no qual o nitrato NOj ¢é reduzido a N, gasoso que ¢é liberado
para a atmosfera juntamente com o gés de efeito estufa NO,.

Normalmente a modelagem das concentragoes de nitrogénio sao aproxi-
madas para reagoes de primeira ordem:

dN
— = —kN 124
dt kN, (3 )

onde N ¢ a concentracao de nitrogénio, e onde essaconcentracao decai aq
medida que a substancia 1 reage dando horigem & substéancia 2. Os valores
de k variam principalmente com a temperatura de acordo com 3.40, e com
o tipo de reagdo. As mais importantes sao (os valores de k sdo aproximados
para temperatura de 20° C):

e Amonia para nitrito, NH, = NOj, k = 0,1 — 0,5 dia™", § = 1,04.

e Nitrito para nitrato, NO; LR NO3, k=05 —2,0 dia™', § = 1,04.

e Ion amonio para nitrato, NH; LR NO;3, k=0,1—-0,2 dia™!, § = 1,08.
e Desnitrificagao, NO3 LR Ny, k=0,1 dia™!, , 6 = 1,04.

e Mineralizagao de nitrogénio orgénico dissolvido (NOD), NOD LA NH;,
k= 0,002 dia™!, 6 = 1,02.

e Mineralizagao de nitrogénio orgénico particulado (NOP), NOP LR NH;,
k=0,01 —0,03 dia™!, § ~ 1,04.

Havendo crescimento de algas, o nitrogénio na forma de nitrato decai se
transformando em nitrogénio organico nas algas. Chamando de k, o coefi-
ciente combinando crescimento /respiracao/excrecao de clorofila-a, e de 7,
a razao nitrogénio-clorofila-a, o termo de decaimento de primeira ordem do
nitrogénio seria entao -k,r.,C,, onde C, é a concentracao de clorofila-a.

3.8.2 Fosforo

O fosforo é um nutriente de fundamental interesse em modelagem de quali-
dade de 4gua por ser normalmente bem mais escasso que o nitrogénio e por
isso ser o nutriente limitante para o crescimento de phytoplankton. A forma
mais abundante de fésforo em corpos d’agua ¢ o ion fosfato PO3~. Abaixo
listamos as origens desse ion e seus valores aproximados de k (coeficiente da
reacao de primeira ordem a 20° C) e  para cada uma das fontes:
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e Liberacao de sedimentos em material organico, k = 0,0007 dia™!, § =
1,05.

e Mineralizagao de particulados organicos de fosforo (POF), k = 0,5—2,0
dia~', 0 = 1,04.

e Mineralizagao de solugao organica de fosforo (SOF) (fosforo solavel),
k = 0,22 dia™!, § = 1,08 (varia com a disponibilidade de carbono
organico).

Nos modelos, pode-se considerar o fosforo total ou pode-se compartimen-
talizar o fosforo em orgénico (particulado e/ou solavel), solu¢ao de fosfato,
etc., sendo que nesse caso deve-se ter uma equacao para casa “tipo” de fésforo.

Similarmente ao nitrogénio, o crescimento/respiragao/excregao k, de al-
gas causa decaimento de fésforo. Chamando de r,, a razao fosforo-clorofila-a,
o decaimento de f6sforo na equagao se da na taxa -kqrq,C,.

3.8.3 Algas

Na presenca de nutrientes (varios deles, mas, principalmente, nitrogénio e fos-
foro), normalmente corpos d’agua desenvolvem crescimento de phytoplankton
(algas), que podem comprometer a qualidade da agua. O processo envolve
fotossintese /respiragao/crescimento, excrecao, e consideragoes sobre fatores
limitantes de crescimento. Nesta se¢ao veremos como modelar o crescimento
de algas em corpos d’agua.

O crescimento de algas ¢ modelado por uma reagao de primeira ordem com
coeficiente maximo kg, corrigido para as condi¢oes de radiacao (¢r) e de
disponibilidade de nutrientes (¢n = p/pr, do modelo de Michaelis-Menten),
o coeficiente ap6s corregoes chamaremos de kq;. Um modelo adequado deve
ainda considerar o processo de perda por respira¢ao (oposto da fotossintese,
que libera carbono) com coeficiente k,,. (em geral esse coeficiente engloba
também a excregao), e, eventualmente, um termo devido a alimentagao de
zooplankton, com coeficiente k,, e um termo devido & decantacao com co-
eficiente wgys/h (w,s € a velocidade de decantagao de phytoplankton, h é a
profundidade da coluna d’dgua). Das varias maneiras de se quantificar as
algas, a mais recomendada ¢é a concentragao de clorofila-a, Cl:

dC,
dt

— +hagn 108 Cy = (Kar + baz + =2 ) Co, (3.125)
—————— h P

crescimento ~

perdas
onde podemos definir koy = kogm@rdn € kap = kar + Koz + was/h. Todos

os coeficientes de reagao (k’s) devem ser corrigidos ja que os valores basicos
usados sao normalmente para 20° C.



3.8 — Nitrogénio, fosforo, e algas 29

O fator de correcao ¢n mais usado é o menor valor de coeficiente do
modelo de Michaelis-Menten entre os mais importantes nutrientes para o
crescimento de algas: nitrogénio e fosforo (alguns modelos incluem outros
nutrientes importante como silica):

, Cy Cp
_ 12
2 mm(k;N+oN’k:p+op)’ (3.126)

onde C'y e C'p sao as concentracoes de nitrogénio e fésforo, respectivamente,
e ky e kp sao suas constantes de meia saturagao (ky =~ 5 — 20 ug/l, kp ~
1—5pg/l).

O fator de fotossintese ¢ depende da radiacao e ¢ modelado da seguinte
forma. Primeiramente deve-se considerar um valor de intensidade de radiagao
solar 6tima R, para a espécie de phytoplankton em questao. Um fator F
pode ser modelado para a superficie por®:

Ry |_ ks

F = R—SO€ Rso | (3127)

Como o phytoplankton se desenvolve em toda a coluna d’agua, ¢ importante
que se considere a atenuacao da radiagdo com a profundidade:

R56_>‘Z 1— R567AZ
= (&

Rso

F(2) R : (3.128)
Em casos em que se queira utilizar a radiagao solar média no dia, pode-se
usar a radiacdo méaxima R, (a0 meio dia solar) corrigida pelo fator %, onde
f(0< f<1)éo foto-periodo (percentagem das horas do dia com sol).

Finalmente, considerando uma camada h, entre z; e 25 ha radiacao dis-
ponivel para fotossintese em essa a coluna d’agua, e o fator ¢, é calculado
por:

1 29 2 22 2 < —Az _ Sme—kz
oL=1 / —fF<z>dz=/ ?fRTiel e (29)

zZ1 ™ Z1
Integrando 3.129:

by — 2Tfh (el_%ww _ g—%f“l) . (3.130)
T

O fator A é funcao da quantidade de sedimentos em suspensao, de detritos

organicos e da propria concentragao de algas na dgua, estando entre 0,1 e 0,5
-1

m.

SSteele (1965).
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3.9 FEutrofizacao de corpos d’agua

Chamamos um corpo d’agua de eutrofizado, quando hé nele uma quantidade
excessiva de nutrientes, o que pode causar crescimento excessivo da con-
centragao de algas. Baseados nas segoes anteriores, podemos construir um
modelo para eutrofizacao para um corpo d’agua homogéneo® com equacoes
para as concentragoes Cy, e Cy, do nitrogénio nas formas de amonia e ni-
trato (poderia-se considerar o nitrito, mas o nitrato ¢ bem mais abundante),
fosforo mineral Cp, clorofila-a C,, oxigénio dissolvido Cop e DBO Cppo. As
equagoes ficariam:

dCa as
= ( thag —  Kar ) C, —w—Ca , (3.131)
dt crescimento respiragao i h, B
fotossintese sedimentagao
dC
o= - (kag - kar) TanCa — kNaCNa ) (3.132)
dt consumo de N pelas algas nitrificagao
dC
= = 4k, Cn,, (3.133)
dt nitrificagao
dC
r = - (kag - kar) TapCaa (3134)
dt consumo de P pelas algas
dC
op - _deDBO _kNarnoCNa + (kag - kar) Tnaca
dt carbonéceos nitrificagao fotossintese
+ka (Cop... — Cop), (3.135)
reaeragao
dc .
=P80~ —kyCpo ——2Chao . (3.136)
dt carbonéceos h

sedimentacao

Obviamente, caso hajam lancamento de cargas de quaisquer espécies mode-
ladas acima, deve-se incluir um termo de fonte na equagao correspondente.

3.10 Problemas

1. Determine K; e K5 da equacao 3.5 em termos das fontes e sumidouros
da equacgao 3.4, e resolva para 7', considerando K; e K5 constantes.

6Para corpos d’agua reais, os termos do lado direito sdo mantidos como termos-fontes
aos quais deve-se adicionar termos de carga para cada concentracao, o lado esquerdo deve
contabilizar os efeitos de difusao advecgao, dispersao, etc. - esses efeitos serao apresentados
para varios tipos de corpos d’dgua no proximo capitulo.
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. Determine a radiacao atmosférica para um dia 90% nublado, pressao na

superficie de 105.000 Pa, temperatura na superficie de 8° C, e umidade
especifica de 0,008 kg /kg.

Determine a hora solar no dia 12 de agosto, em Curitiba (lat 25,4° S,
lon 49° W) as 15:00 h local.

Determine a radiagao solar R, para Curitiba (lat 25,4° S, lon 49° W) as
14:00 h do dia 29 de novembro com céu claro, pressao do ar p = 91.500
Pa, T'= 28° C, umidade relativa de 50

. Determine a hora do nascer e do por do sol em Curitiba nas datas: (i)

17 de setembro; (ii) 01 de dezembro.

. Determine qual ¢ o dia do ano com dia (com luz do sol) mais longo

e qual é o com dia mais curto em Curitiba, e calcule o nimero de
horas/minutos desses dias.

. A luz do que vocé estudou sobre radiagao solar, prove que no apice do

verao do polo norte, o dia dura 24 horas, enquanto que no inverno, a
noite dura 24 horas.

. Resolva a equagao 3.44 com ky = 0,01 as condigoes iniciais: (i) [A](0) =

0,02 (ii) [A](0) = 0.

Resolva as equagoes 3.46 e 3.47 com k; = 0,06 para as condigoes iniciais:
(i) [A](0) = [BJ(0) = 0; (i) [AJ(0) = [B](0) = 0,003; (iii) [A](0) =
0,1, [B](0) = 0,01.

Resolva as equacgoes 3.46 e 3.47, com um termo fonte Fj constante
adicionado no lado direito de 3.46 com k; = 0,06 para as condicoes
iniciais: (i) [A](0) = [B](0) = 0; (ii) [A](0) = [B](0) = 0,003; (iii)
[A](0) = 0,1, [B](0) = 0,01. Compare com a solugdo do problema
anterior.

Resolva a equagao 3.51 com ky = 0,75 e as condigOes iniciais: (i)

[A](0) = Ag; (ii) [A](0) = 0,05.

Resolva a equagao 3.53 com as condigdes iniciais: [A](0) = Ag e [B](0) =
By; sugestao: como a quantidade de B deve ser balanceada estequi-
ometricamente pela quantidade de A, use: [B] = By — Bieagido =

By — (Ag — [A]).
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Simplifique a equacao 3.59 de Michaelis-Menton assintoticamente para
os casos: (1) K., < [S]; (ii) K¢ > [S]. Interprete os resultados, e
verifique se as taxas de aumento de P resultantes caem em categorias
ja vistas.

Resolva o sistema 3.64-3.66 usando k1 = ky = 0,1 e condigoes iniciais:
(i) [A](0) = [B](0) = [C](0) = 1; (ii) [A](0) = O, [B](0) = [C](0) = 1;
(iii) [A](0) = 1, [B](0) = [C](0) = 0. Faga graficos dos resultados.

Encontre a solugao de equilibrio (se houver) de 3.68 e 3.69.
Encontre a solucao de equilibrio (se houver) de 3.71.

Mantendo constante a temperatura numa reagao, calcule o quanto seria
acelerada uma reacao ao diminuirmos a energia de ativacao em 50%.

Sabemos que a constante de uma reagao depende da temperatura pelo
fator . Se medirmos em laboratério a constante de uma reagao para
duas temperaturas e obtivermos: para T} = 4° C: k; = 0,12 dia™! e
para T = 16° C: ky = 0,2 dia~!. Tetermine o fator 6 dessa reacao.

Em um experimento, uma reagao de nitrificacao ocorre na agua a 25°C
com coeficiente de 0,15 dia~!. Em outro experimento, a mesma reacao
a 30°C ocorre com coeficiente de 0,17 dia~™!. Sabendo que num terceiro
experimento o coeficiente da mesma reacao foi 0,14 dia~!, determine a
que temperatura essa terceira reacao ocorreu.

Desenvolva os passos algébricos que levam a 3.109.

A seguinte reagao pode ocorrer durante o processo de nitrificagao:
NH; + 20, & NO; + H,0 + 2H*.

(i) Escreva as equagoes diferenciais ordinarias (em t) para a variagdo
da concentracio de NHJ e O,. (ii) Supondo que se inclua uma fonte
inesgotavel de O,, de modo que a sua concentragao se mantém cons-
tante em nivel de saturagao [O,] = constante = Cj,y, resolva a equagao
resultante para a concentracio de NH; como fungao do tempo, e use a
condigao inicial [NHJ | = [NH; ]o.

Suponha essa reac¢ao em equilibrio em dgua (presente na nitrificagao):

NH; = NH, + H*.
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23.

24.

25.

26.

27.

A constante de equilibrio a 25° C é:

[NHJ[OH—] 10
K=" _56%x 1070
[NH,]

Sabendo que a entalpia padrdo da reacdo (25° C) é de 5,16 x 10* J
mol~! (constante), calcule a o novo valor de K para a temperatura

T =5 C. Use R=8.314J (K mol)~".

Considere kq = 0,5 dia™! para um reservatério completamente mistu-
rado sujeito a um vento de 0, m s™!, uma concentracao inicial de OD
de igual a de saturacio C(0) = Cypy = 8 mg 17!, e uma concentracao
inicial de DBO D(0) = 3 mg 1™, Calcule, usando 3.116 e 3.117, em
quanto tempo a concentracao de DBO atingira o valor 0,1 mg 17, Qual
¢ a concentracao de OD nesse tempo.

Escreva um sistema de equagoes envolvendo a evolucao das concentra-
¢oes de clorofila-a, fosforo, e nitrogénio, em um corpo d’agua comple-
tamente misturado.

Se a radiagao solar em uma regiao for reduzida & metade, por agao
da nebulosidade, dadas todas as outras condicoes idénticas, é possivel
calcular de quanto mudaria o coeficiente de crescimento de alga? Dé
um exemplo com valores.

Suponha que num corpo d’agua, para crescimento de alga, a meia
vida da concentragao de nitrogénio é 10 pg/litros e a de fosforo é 2
pg/litros. Suponha que a concentragao de fosforo num certo instante é
0,07 mg/litros e a concentracao de nitrogénio é de 0,3 mg/litros. Nesse
instante, uma carga poluente foi lancada elevando a concentracao de
nitrogénio para 1,2 mg/litros.

Mantendo todo o resto constante, determine o quanto (em termos per-
centuais) o coeficiente de crescimento de alga sera alterado em relagao
a situagao anterior ao lancamento.

Considere um reservatorio completamente misturado com profundidade
de 5 m. Numa dada ocasiao é lancada uma carga de nutrientes ele-
vando a concentragao de fosforo para 0,050 mg/1 (considere esse ins-
tante t = 0). Considere que a radiagao 6tima para o crescimento de um
certo tipo de alga nesse reservatoério ¢ 430 W/m? e que a taxa méaxima
de crescimento possivel é com coeficiente 1,5 dia=!. A concentracao de
nitrogénio nesse reservatorio é constante igual a 0,250 mg/1. (i) Calcule
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o coeficiente de crescimento de alga em ¢t = 0 para uma radiacao ma-
xima de 500 W/m?2. (ii) Se a concentragio inicial de alga é 5ug/l, e o
coeficiente de decaimento-+respiragao-+decantacao de algas é kg, = 0,1
dia! calcule em quanto tempo a concentracao de alga duplicaria de
valor (considere que durante esse tempo a concentragao de fésforo nao
mudou). (iii) Se a radia¢do e a concentracao de fosforo forem reduzi-
das a metade dos valores anteriores, calcule novamente o tempo para a
concentragao de alga duplicar de valor.
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Capitulo 5

Poluicao Hidrica

5.1 Rios e canais

Normalmente, rios sao corpos d’agua com velocidades relativamente altas na
diregao longitudinal. Essa velocidade relativamente alta, associada ao fato
de que os canais fluviais sao relativamente rasos, fazem com que rios sejam
quase sempre corpos d’agua bem misturados na vertical. Assim, na maioria
dos casos, problemas em canais sao integrados verticalmente. Quando o canal
é relativamente largo, pode haver interesse em se considerar a distancia trans-
versal como variavel independente. Em geral, entretanto, o interesse maior
¢ apenas em se resolver o problema para a direcao longitudinal. Vejamos
alguns aspectos sobre transporte de poluentes em rios.

5.1.1 Equagao do transporte longitudinal

Considere um rio para o qual a dire¢ao longitudinal (ao longo do canal) é x.
A equagao de transporte longitudinal de uma substancia de concentracao C'
ao longo de z é, para cada segao transversal A:

0(CA) , 0(CUA) _ 0 (DL_A) +Zfz (5.1)

ot ox Ox

Aqui, U é a velocidade média na se¢ao transversal de area A, ambos fungao
de x. Dy é o coeficiente de mistura por dispersao e difusao combinados. Em
geral, para rios, o coeficiente de dispersao longitudinal é mais importante que
o de difus@o turbulenta. ). f; sdo fontes e sumidouros (incluindo reagoes).
O coeficiente de dispersao longitudinal D, geralmente ¢ determinado em-

67
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piricamente. Para rios, uma formulacio muito usada é':

U2B2

Dy =0,011
L 070 hU* )

(5.2)

onde h é a profundidade média na se¢ao, B é a largura da superficie (ambas

fungdes de z) e
U* =\ ghS(), (53)

é conhecida como velocidade de atrito. Sy é a declividade do fundo do canal
(fungao de z).

A velocidade U e a profundidade h devem ser conhecidas para que a tnica
incognita seja C. E comum que essas variaveis sejam medidas ou calculadas
com modelos hidrodindmicos (equagoes de Saint-Venant) do tipo:

0A  0Q

o T ar = ¢ (54)
10Q 10 [Q? oh _
o () o - es-sn=o 59)

Nas equagbes acima, () = UA é a vazdo, ¢ sao eventuais contribuicoes la-
terais de vazao (tributérios), Sy é a chamada declividade de atrito, e ¢ um
termo de atrito, quase sempre modelado empiricamente como proporcional
ao quadrado da velocidade:
U2
RC?’

onde C, é o coeficiente empirico de Chezy (fungao do nimero de Reynolds
do escoamento, da rugosidade e da geometria da calha do rio), R é o raio
hidraulico do canal que é a razao entre a area da segdao e seu perimetro
molhado (perimetro da segdo menos a largura da superficie).

Em casos em que apenas o nivel do rio é conhecido, pode-se usar como
tltimo recurso a equacao de Manning para se estimar a velocidade média do
rio, e portanto a velocidade, ja que supomos que a area A e o raio hidraulico
R sao fungoes do nivel e conhecidos:

S, (5.6)

U R2/3501/2

—, (5.7)

onde n é o coeficiente de rugosidade de Manning (0,01-0,03 para canais arti-
ficiais, e 0,03-0,10 para canais naturais).

'Fisher et al., 1979, Mixing in inland and coastal waters. Academic Press, 483 pp.
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5.1.2 Mistura transversal

A inclusao da diregao transversal na modelagem de dispersao é quase sempre
muito custosa e desnecessaria, mas ¢ importante conhecermos o coeficiente
de dispersdao da direcdo transversal Dy (m? s7!), pois esse coeficiente nos
d& uma idéia do quao rapidamente um poluente despejado em uma margem
chegard a margem oposta ou seja, se misturard na se¢ao transversal. Uma
formulagao muito usada é a seguinte:

Dy = BhU,, (5.8)

onde 3 esté na faixa 0,1-0,2 para rios retilineos de se¢ao uniforme, e 0,4-0,8
para rios mais irregulares com curvas. Com Dr calculado pode-se estimar
a distancia Xp percorrida pelo poluente até a mistura completa na secao
transversal:

(5.9)

onde v = 0,4 para despejos na margem, e v = 0,1 para despejos no centro
do canal.
O tempo para que um poluente se misture completamente na transversal

Xr B
Tr=""

=y 1
TR (5.10)

5.1.3 Mistura vertical

A situacao da difusividade vertical é semelhante a da transversal, porém,
em rios, como a profundidade normalmente é bem menor que a largura, héa
menos espagos para os vortices na vertical que na transversal, e o coeficiente
de dispersao vertical é menor:

Dy = 0,067hU,. (5.11)
A distancia percorrida até a mistura total na vertical é:

Uh?
Xy = 0,134 (5.12)
Dy

e o tempo para essa mistura é

h2
Xr=0,134— 1
T 07 3 va (5 3)
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EXEMPLO

Considere um rio natural (coeficiente de Manning 0,05) com vazao de 30 m3 s~1, secao
aproximadamente retangular de largura 30 m, e declividade do fundo de 0,5%. Estime
o coeficiente de dispersao longitudinal e transversal. Qual é a distancia percorrida para
um poluente langado na margem do rio se misturar na secao?

Solugao:

Utilizando Manning:

0= R238,%A 1 _Bh
N n  n'B+2h
a Unica incégnita é h. Resolvendo, temos h = 0,83 m.
A velocidade média na se¢io ¢ Q/A = 1,2 m s 1.
A velocidade de atrito ¢: U* =0,2 m s~ 1.
Portanto:

)2/3Sé/QBh,

U?B?
hU,

O coeficiente de dispersao transversal é:

Dy =0,011 =86 m? s !

Dr = 0,6hU, = 0,1 m? s *
O comprimento para mistura completa é:

UB?

= 4320 m.
Dr m. v

Lp=04

5.2 Lagos e reservatorios

Lagos e reservatorios sao bastante diferentes dos rios por causa das veloci-
dades muito baixas e de profundidades grandes. Esses dois fatores fazem
com que a estratificacao vertical ganhe importancia, ja que nos reservatorios
os niveis de turbuléncia causada pelo escoamento sao relativamente baixos o
que pode inibir a capacidade do reservatorio de se misturar verticalmente.

5.2.1 Tempo de residéncia

Devido as velocidades baixas nos reservatorios, a dgua tende a ficar armaze-
nada por um longo tempo antes de deixar o corpo d’adgua por vazao turbi-
nada/vertida e/ou por evaporagdo. Considerando o volume médio do reser-
vatorio V' e a vazao média de afluéncia (), define-se o tempo de residéncia
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COImo:

T, = (5.14)

v

Quando um poluente é lancado num reservatorio, ele ficara sujeito a um
tempo de residéncia igualmente elevado antes de ser eliminado pela vazao
de saida, ou pode ainda ficar armazenado no lago até ser eliminado por um
processo de auto-depuragao.

EXEMPLO

Qual é o tempo de residéncia de um reservatério cuja area inundada ¢ de 20 km?, a
profundidade média ¢ de 18 m, e a vazao afluente média é de 6,8 m3 s=1?

Solugao:

Ah 20 x 10° x 18
TT:V/QZHZ%S:612(11&S\/

5.2.2 Estratificacao

A estratificacao de um lago ou reservatorio é caracterizada pela freqiiéncia
de Brunt-Vaisdla N vista no capitulo anterior. Em reservatérios muito es-
tratificados, a mistura vertical de um poluente é muito limitada.

Em geral, no verao, a radiacao e o ar quente tende a manter a superficie do
reservatorio aquecida, enquanto que as dguas mais profundas estarao menos
sujeitas a radiacao e portando guardarao por mais tempo a memoria da
estacao anterior, mais fria. Essa situacao é tipica de verao, ja que a agua
mais quente é mais leve e tende a “querer” ficar na superficie, e vice-versa. Em
geral, quando ha ventos intensos, ocorre alguma mistura perto da superficie
causada pela turbuléncia induzida pelo vento, essa mistura tende a erodir
a estratificagdo, e uniformizar a temperatura superficial da agua. A figura
5.1 ilustra a situacdo. A medida que o ar se torna mais frio, com a chegada
do outono, o resfriamento da superficie tende a tornar mais pesada a dgua
superficial do lago, desestabilizando o perfil de temperatura. Esse processo
convectivo, é, juntamente com o vento, um importante fator que pode erodir
a estratificacao de um reservatorio. Fisicamente, o que ocorre é que parcelas
de adgua ficam mais frias e mais pesadas e tendem a afundar, esse movimento
convectivo acaba gerando intmeras células convectivas e acaba alimentando
um processo de mistura turbulenta.

Nas proximas sec¢oes explicamos o processo de mistura convectiva e tam-
bém o processo de mistura pelo vento.
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vento

sem vento - estratificagao uniforme

"

isotermas —|

/

estratificacao abrupta - termoclina

mistura causada pelo vento

Figura 5.1: Padrdes tipicos de estratificacio. A esquerda, uma situacao de ve-
rao sem vento, com estratificacao bem uniforme e linear com a profundidade.
A direita, uma situacdo onde préximo a superficie ventos fortes causaram
mistura, uniformizando a temperatura e destruindo a estratificacao.

5.2.3 Penetracao convectiva

Vamos supor que a superficie da 4gua com densidade py de um reservatério
perde calor a uma taxa H (fluxo de calor sensivel, em Wm™2), com isso, a
parcela de dgua na superficie perde calor e um déficit —7" de temperatura se
estabelece. Esse déficit vem acompanhado de um excedente p’ de densidade.
Essa parcela de agua entao ganharé energia potencial gravitacional e tenderéa
a cair. Supondo que todo o excedente de energia potencial se transforme
em energia cinética quando a parcela cai uma profundidade h, a velocidade
vertical adquirida pela parcela sera:

w=—|—gh=—\/aT"gh, (5.15)

onde usamos p’ = poa’T”.
A energia térmica total (em Joules) do reservatorio é:

Er = poVe,T, (5.16)

onde ¢, ¢ o calor especifico da agua. O fluxo de calor sensivel H do reserva-
torio ¢ igual & variacao de Ep dividido pela area e pelo tempo:

AET AETh o pOVcU |T’w\

H = = =
area x tempo V x tempo V

= pocy |T"w|. (5.17)
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Combinando 5.15 e 5.17, obtemos expressoes para a velocidade vertical e o
déficit de temperatura, em fungao do fluxo de calor sensivel:

1

hH\ 3

w=— (O‘g ) (5.18)
PoCy

- (LQ) | (5.19)

pacsagh

Note que ainda precisamos calcular a extensao vertical da convecgao, ou seja
a penetracao convectiva h.
Para isso, vamos considerar que a temperatura do reservatorio estratifi-
cado inicialmente é uma fungao linear T;(2):
2

N
T;(z) =Ty + a—gz, (5.20)

onde Tj ¢ a temperatura no fundo z = 0. Depois que a convecgao ja penetrou
uma profundidade h, a temperatura nessa camada fica homogénea e igual
a T, e no fundo da camada de mistura ha uma descontinuidade AT na
temperatura que passa de T para Ty+ g—; (hiot —h), onde hyy € a profundidade
total do reservatorio. A temperatura da camada misturada é:

2

N
T = T() + a—g(htot - h) + AT (521)

A figura 5.2 ilustra o processo. A medida que a penetracdo convectiva
avanca, ha troca de fluido na interface da camada de mistura com a camada
estratificada, mais fria. O fluido frio que sobe tende a levantar o centro de
gravidade da coluna d’agua, mas essa subida ¢ compensada pela contragao
térmica da dgua devida ao resfriamento. Como resultado, a energia potencial
gravitacional do reservatorio é mantida constante. As seguintes equagoes
podem ser escritas para T e AT, em fungao de h:

N2
T = To4+ —3Bhw — 2h 5.22
0+3ag( tot ) (5.22)
N2h
AT = —— 5.23
309 (5.23)

Para obtermos uma expressao para h, vamos invocar a conserva¢ao da
energia interna. A energia térmica que existia na camada de mistura en-
quanto ela estava estratificada deverd ser igual a energia térmica apos a
convecgao mais a energia perdida pelo fluxo de calor sensivel H:

htot htot N2
/ poc, Tdz = / P0C (TO + —z) dz — Ht. (5.24)
h h ag

tot—h tot—h
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A$H$$$$ T

penetracao convectiva h
camada de mistura

htot
camada estratificada

K» perfil de temperatura

Figura 5.2: Penetracao convectiva. O perfil inicialmente estratificado line-
armente vai sendo erodido por efeito da perda de calor H e da conseqiiente
turbuléncia gerada. Uma camada com temperatura uniforme se forma a
medida que a penetracao convectiva se desenvolve.

Substituindo 7" de 5.22 e integrando:

6agHt
h =4/ e N (5.25)

Os valores de w e h obtidos aqui podem ser usados como escalas caracte-
risticas de velocidade turbulenta provocada pela convecgao e tamanho da
excursao da particula durante o processo de mistura. Assim, podemos esti-
mar, por exemplo, pela equagao 2.36, a difusao turbulenta vertical na camada
de mistura como:

2
agH ([ 6t \3
Dy =0,1hw = 0,1 — ] . 5.26

14 , LW ) P0Co <N2) ( )

Note que nesse caso, o coeficiente de difusao turbulenta aumenta com o
tempo, o que ¢é razoavel, ja4 que a camada de mistura estda aumentando,
assim como os tamanhos dos vortices turbulentos causados pela convecgao,
e, conseqiientemente, a eficiéncia da mistura.

O coeficiente de difusao vertical se a penetracao convectiva alcangar toda
a coluna d’agua sera:

4 H %
%> . (5.27)

DV = 0,1htotw = 0,]. <
PoCy
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O tempo para uma mistura vertical completa de um poluente lancado no
a meia profundidade é obtido de forma similar & de um canal:

h2
7»—:(L1342§f. (5.28)

EXEMPLO

Considere um reservatorio com profundidade 40 m, temperatura na superficie de 23°C
e no fundo de 13°C, onde o fluxo de calor latente seja H = 100 W/m?. Usando valores
tipicos de ¢,, a, po determine o tempo necessario para que a estratificacao vertical do
reservatorio seja completamente erodida.

6athtot
h=hiot = | — 75
tot poCuNQ

pOC’UN2h%ot
6agH

Solugao:

Explicitando tie::

tiot =

Usando: f(j—g = 4T — (,25°C/m, p = 1000 kg/m?, ¢, = 4,183 x 103 Jkg 'K~

tior = 2.788.667 s =~ 32 dias.v’

5.2.4 Mistura por acao do vento

Na segao anterior vimos como a convec¢ao pode eliminar a estratificacao de
um reservatorio. Outro mecanismo capaz de produzir um efeito similar é a
agao do vento na superficie que provoca ondas e correntes nas camadas supe-
riores do reservatorio, podendo misturar a agua e assim erodir a estabilidade
e a estratificacao.
A tensao de cisalhamento causada pelo atrito entre o vento e uma super-
ficie liquida ¢é dada por:
7o = CapaU?, (5.29)

onde Cy é um coeficiente adimensional empirico entre 0,001 e 0,0015 , p,
¢ a densidade do ar, e U, é a velocidade do vento, geralmente a 10 m de
altura. A tensao gerada pelo vento gera turbuléncia na dgua com velocidade

caracteristica Uy, e
T

U= /—, 5.30
Po ( )
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onde py ¢ agora a densidade da agua.

A taxa de trabalho (por unidade de area) feita pela tensdo do vento na
superficie do reservatorio desempenha um papel parecido com o fluxo de
calor latente na se¢ao anterior. FKEsse trabalho é parcialmente dissipado e
parcialmente usado para elevar e misturar agua fria nas parcelas superficiais
do reservatorio e também elevar a energia cinética da camada misturada.
Essa mistura eleva a energia potencial da dgua proxima a superficie.

Vamos supor que inicialmente a coluna d’dgua esta estratificada com N?
constante e que a mistura comeca a uniformizar a coluna préxima a superficie
que ap6s um tempo t tem uma espessura h, como mostra a figura 5.3. A taxa
de trabalho pode ser tomada como proporcional & tensao vezes a velocidade
turbulenta:

W = mr,U, = mpyU?, (5.31)

onde a constante m pode ser tomada como aproximadamente 1,25.
A energia potencial total da coluna d’agua é a soma da energia potencial
na camada estratificada somada & da camada misturada:

htot—h 2
tot N

Ef)total = / £o (1 — —Z) gZdZ
0 g

htot N2
+ / £o ll - — <htot — ﬁ)} gzdz. (5.32)
heot—h g 2

A energia cinética total aparece apenas na camada misturada:

htot 1 N2 h
ECtotal - / §p0 |i1 _ — (htot — —):| UEdZ (533)
htot—h g 2

[gualando a taxa de trabalho mpoU? a derivada temporal da soma entre
E Ptotal e E C1total:

% I pOUE (g + h’totN2 — hN2)d_h
dt 29 dt’

1
mpon’ =~ N?poh?

1 (5.34)

Vejamos a comparacgao de ordem de grandeza entre %EPtoml e %EC’toml, ou
seja, vejamos a ordem de grandeza da razao entre os dois termos do lado

direito de 5.34:
W2 2Wihy 2

N2R2 ' gh?  gh
Como U? ¢ da ordem de 10™* m?s™2, enquanto que N?h? é bem maior (107*

m?s~2), concluimos que o termo de aumento de energia potencial domina o

Processo:

(5.35)

1 dh
3~ —N%poh?—. .
mpoU; 1 poh P (5.36)
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tensao causada pelo vento
_—1 — — 7 — %

camada de mistura

htot
camada estratificada

\> perfil de temperatura

Figura 5.3: Mistura pelo vento. O perfil inicialmente estratificado linear-
mente vai sendo erodido por efeito da tensao causada pelo vento e da con-
seqliente turbuléncia gerada. Uma camada com temperatura uniforme se
forma & medida mais energia turbulenta do vento ¢ bombeada para o lago.

Resolvendo para h(t):
1
12mU3t\ 3

A expressao para a difusividade de um escalar (um poluente) é, novamente:

12mt\ 3
m) . (5.38)

Dy = 0,1hU, = 0,1U2 < e
As expressoes acima sao validas apenas para o caso em que a tensao do vento
gera flutuagoes turbulentas com flutuacao de velocidade U,.

Quanto o vento sopra por um longo tempo com direcao e intensidade mais
ou menos fixa, esse vento gera uma corrente residual na camada misturada
do reservatorio. Nesse caso, a geometria passa a ter uma grande importancia
na hidrodinamica do reservatorio, ja que héa formacao de células de circulagao
bastante complexas, e é necessario que o escoamento seja resolvido por mo-
delos computacionais bi ou tridimensionais, nao tratados nesse texto. Nesse
caso apresentamos apenas alguns resultados empiricos simplificados.

Supondo que o vento gera uma corrente média superficial na camada
misturada de intensidade U, e que abaixo dessa camada o fluido permanece
estratificado com N? e praticamente em repouso, uma estimativa para a
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espessura h da camada misturada é:

U
h=14—. .
A (5.39)

A difusividade vertical de um poluente escalar correspondente é:
Dy = 0,05nU. (5.40)

Enfatizamos que, aqui, U ¢é a velocidade da camada superficial misturada h,
e nao a velocidade orbital de um vortice turbulento.

A camada misturada de um reservatorio, com temperatura e densidade
aproximadamente constantes, e com velocidade e turbuléncia relativamente
intensas, ¢ comumente chamada de epilimnio. A camada inferior, normal-
mente mais fria, mais estratificada, e com pouca energia cinética, é comu-
mente chamada de hipolimnio. A superficie separando essas duas camadas
é chamada de termoclina. Quando o escoamento em um reservatorio é for-
temente influenciado pela termoclina e pela estratificacao, o escoamento é
chamado de baroclinico. Ao contréario, um reservatério bem misturado onde
nao hé estratificacao, ¢ chamado de um escoamento barotrdpico.

5.3 Estuarios, baias, e Aguas oceanicas

Nesta secao apresentaremos algumas formulagoes simplificadas de dispersao
em corpos d’agua onde ha influéncia da agua doce do rio interagindo com a
agua salgada e mais pesada do mar, e também os efeitos oscilatérios causa-
dos pela presenca da maré astronomica. Estas interagoes estao presentes na
parte do rio que sofre intrusao salina, em bafas, e na prépria porcao da cir-
culagao costeira influenciadas pela presenca da dgua doce. Daremos o nome
geral de estudrios para todos estes tipos de corpos d’agua. Antes de conti-
nuar, ¢ importante frisar que estuarios sao corpos d’agua muito complexos,
e que as formulagoes aqui apresentadas devem ser usadas com cautela. Para
resultados mais realistas, ¢ aconselhével a utilizagao de modelagem numérica
bi e/ou tridimensional para casa caso especifico.

Os estuarios podem ser mais encaixados com profundidade relativamente
grande e com largura relativamente pequena, ou pode ser mais rasos largos
com caracteristicas de bafas. Classifica-se também os estuarios pelo grau de
estratificacao. Nesse caso, a estratificacao estéd primordialmente relacionada
com as diferengas ente as densidades da dgua doce e salgada.

O grau de mistura em um estuario ¢ influenciado pela energia cinética
turbulenta devida a vazao do rio, e, principalmente, pela intensidade das
correntes gerada pela maré oceanica. O vento também pode ter um papel
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cunha salina
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7
Figura 5.4: Exemplos de cortes longitudinais em estuarios. Os perfis de sali-
nidade S(z) estao mostrados. (a) Maré e/ou vazao pequenas, muita estrati-

ficagao. (b) Estuérios com estratificagdo e mistura moderadas. (c¢) Estuario
bem misturado e com baixa estratificacao.

importante, mas observagoes indicam que a influéncia do vento é pequena.
A figura 5.4 ilustra trés niveis de estratificagdo estuarina.

5.3.1 Mistura por cisalhamento da maré

Em rios, vimos que o cisalhamento da corrente é responsavel pela dispersao
e mistura longitudinal de poluentes. A corrente causada pela maré tem um
efeito parecido em um estuario, com um complicador: essa corrente muda de
direcao periodicamente. Vamos supor conhecido o tempo T, para que haja
completa mistura na secao transversal do estuario. Se o periodo 7}, da maré
for muito menor que 7., obviamente o efeito de dispersao longitudinal sera
muito menor que o caso oposto em que 7, > T, pois no primeiro caso nao
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havera tempo suficiente para que a dispersao longitudinal se desenvolva, ja
que bem antes da mistura na segao ocorrer, a corrente de maré ji estid em
sentido oposto. No caso em que T}, > T, a situagao ¢ mais parecida com
a de um rio. Uma formulagao aceita para a dispersao longitudinal causada
pelo cisalhamento da corrente de maré em estuérios ¢ a seguinte:

T,
Dy, = 0,02U2T.f (%”) : (5.41)

C

U € a velocidade média da corrente de maré. A funcao f (7,,/T.) depende
da geometria do estuario, mas, para estuarios com geometria simples de
secao aproximadamente constante, de comprimento maior que a largura e
de largura maior que a profundidade (sem estratifica¢do), tem-se a seguinte
expressao:

T,
-1
240 [T\ L) r@2n-1)T,
?<?) d (2n-1)7" [ | 1 (5.42)
c n—1 c
Note que:
T
T <T.: f <?> — 0. (5.43)
Tm
Tpw>T.: f (?) — 1. (5.44)

Na falta de conhecimento melhor, uma expressao que pode ser usada para o
tempo de mistura completa na transversal T,, é a seguinte:

T,==—, Dr=0,06hUy,, (5.45)

onde B ¢ a largura média do estuério e h é a sua profundidade média.
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EXEMPLO

Um estuério possui largura média de 200 m, extensao de 50 km. Considerando que
a vazao do rio é desprezivel, que a profundidade média do estuario é 3 m e que a
maré possui uma amplitude de 1 m com periodo de 12,5 horas, estime o coeficiente de
dispersao longitudinal deste estuério.

Solugao:

Em geral, a excursdo da maré (distAncia que a maré penetra) é aproximadamente
proporcional & sua amplitude relativa, ou seja, nesse caso, a amplitude relativa é 1/3,
entdo a excursdo serd 50 km x 1/3. Como a excursio ocorre em meio periodo de maré,
a velocidade média da maré ¢, entao: Uy, = 5 x 50.000/(6,25 x 3.600) = 0,7 m/s. A
difusividade transversal ¢ Dy = 0,06hU,, = 0,126 m?/s. Entao T. = 200%/0,126 =
317.460 s. Entao T,, /T, = 45.000/317.460 = 0,14. Entrando na formula 5.41, Dy, = 88

m?/s.v

5.3.2 Efeito da maré aprisionada

Quando o estuario possui um canal principal com regioes e bracos laterais
onde a agua fica “aprisionada” no “vai-vem” da maré (ver figura 5.5), O
coeficiente de dispersao longitudinal deve ser corrigido para levar em conta
esse efeito. Se a velocidade da maré no canal principal for U = Ujcos ot
(0 = 27/T,,), a razao entre o volume de agua aprisionado nos bragos e o
volume de 4gua no canal principal for r, e o tempo em que a agua fica
aprisionada nos bragos for aproximadamente 2?”, a formula para D pode ser
escrita como:

DLcanal TUg
D; = 4
L 1+r +2k(1+7‘)2(1+r+0/k)’ (5-46)

onde Dy .na € 0 coeficiente de difusao do canal principal sem aprisionamento
(calculado por 5.41).

5.3.3 Mistura vertical

A mistura vertical em estuarios é mais complexa que em rios por causa de
dois aspectos: (i) ha estratificagdo; (ii) a corrente de maré é oscilatoria e
¢ dificil caracterizar o cisalhamento vertical da velocidade. Bowden (1967)
sugere que se use o seguinte coeficiente de dispersao vertical Dy a meia
profundidade (no fundo e na superficie Dy deve tender a zero) quando nao
ha estratificagao:

Dy = 0,0025hUy, (5.47)
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rio
regioes de aprisionamento

<«—» maré

Figura 5.5: Maré aprisionada nos bragos do estuério.

onde Uj é a amplitude da corrente de maré média na se¢ao (U = Uy cos at).
Para estuarios estratificados, Munk e Anderson (1948) sugerem:

_3
Dy =Dy (1+3,33Ri)" 2, (5.48)
onde Ri7 é o numero de Richardson:

g2
Ri = 7(?; )2, (5.49)
Lo 5—2

e Dy é o valor de Dy para condigbes neutras de estabilidade (sem estratifi-
cagao), calculado por 5.47.

5.3.4 Mistura transversal

Em rios, j& vimos que a mistura transversal é caracterizada pelo coeficiente
Dy = BhU, com 3 variando entre 0,15 para canais retangulares uniformes a
0,8 para canais com curvas e se¢ao transversal irregular. Em estuérios, usa-
se a mesma formulagao porém com variagao ainda maior de (3, chegando a
£ = 1,6, para levar em conta os fatores de corrente oscilatéria, aprisionamento
lateral, etc.

5.3.5 Mistura causada pela vazao do rio

A agua do rio possui salinidade em torno S = 0 — 5%, enquanto que a agua
do mar possui salinidade na faixa S = 33 — 35%0. Em estuérios parcialmente
estratificados, ¢ comum uma variagao da salinidade tanto na diregao vertical
quanto na dire¢ao longitudinal. A figura 5.6 ilustra um corte longitudinal
com os gradientes de salinidade. Neste caso Fischer (1972) propoe o seguinte
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Figura 5.6: Gradiente de salinidade ao longo de um estuéario.

coeficiente de dispersao longitudinal, deduzido para um canal triangular de
largura B e profundidade h:

(5.50)

2 16p2
DL:1,9><10—5(9@) D

podz ) E2Dp

E,, é o coeficiente de difusao vertical turbulenta de quantidade de movimento.
Jp/0x & o gradiente horizontal de densidade devido & variagao da salinidade.
Grosseiramente, pode-se usar a seguinte rela¢ao entre a densidade (em kg
m~3) e a salinidade (em %o):

p(S) = po + 0,82458, (5.51)

onde pg é a densidade da agua pura (S = 0).

5.4 Aguas subterraneas

Quando um poluente fluido (por exemplo dissolvido em agua) é lancado na
superficie de um solo, esse poluente ird sofrer infiltracao em um processo
anédlogo a infiltracdo de agua precipitada no solo encontrado em textos de
hidrologia. Como o solo normalmente ja possui um grau de umidade, o polu-
ente ird se misturar com a agua do solo, e eventualmente se diluir e alcancar
o lencgol fredtico. Entao comega um processo de difusao e dispersao desse
poluente pelo meio poroso. Processos quimicos de adsor¢ao, decaimentos e
reacoes em geral podem ocorrer durante todo o processo.

Outra possibilidade é a de haver um rompimento de tubulagao subter-
ranea, e o poluente é entao langado como uma fonte pontual no local do
rompimento. se esse rompimento se der na zona nao-saturada, o poluente
sofrera um processo de difusdo/dispersao associado ao eventual escoamento
vertical da agua nessa zona sujeita a forgas gravitacionais e capilares. Se
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o lancamento for na zona saturada, o poluente sofrera um processo inicial
de dilui¢ao e entao sera transportado pelo escoamento do lencol, combinado
com efeitos difusivos/dispersivos.

Sabemos que na zona nao saturada a velocidade do escoamento de um
fluido depende da umidade do solo local, da sua condutividade hidraulica, e
da sua porosidade. Na zona saturada, a dependéncia com a umidade desa-
parece, mas gradientes de pressao devido ao confinamento do aqiiifero ou a
uma inclinagao do lencol freatico podem gerar velocidades no fluido.

5.4.1 Hidraulica do meio poroso

Nao iremos abordar com profundidade o escoamento em meio poroso em si,
j& que isso exigiria uma longa explanagao, assim vamos apenas apresentar os
conceitos mais fundamentais, e, mais tarde, iremos supor que a velocidade
do fluido no meio poroso é conhecida.

Fluxo de Darcy

A razao entre a vazao volumétrica de dgua através de uma drea A no meio
poroso e a propria area A em um meio poroso é conhecida como fluxo de
Darcy:

= —. 5.52
¢= (5.52)
Note que o fluxo de Darcy nao é a velocidade do fluido no solo, visto que a
area efetiva por onde se da o escoamento é nos poros (entre os graos do solo).

A velocidade efetiva da agua para solos nao saturados, é definida por:

v=1 (5.53)
0
onde 6 é a umidade do solo,definida como a razao entre volume de agua e
o volume total de uma parcela de solo. Para escoamentos em solo saturado
(contendo agua em todos os vazios):

v=1, (5.54)
n
onde 7 é a porosidade do solo definida como a razao entre o volume de nao-
solidos e o volume total de uma parcela de solo.

O escoamento em um meio poroso é governado por um balaco quase exato
entre a forga de atrito entre a dgua e as paredes dos poros e as forgas motrizes
do escoamento: gradiente de pressdo e forca da gravidade (peso). A forga
de inércia do escoamento é desprezada pois a energia cinética em um meio
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poroso é muito baixa. Em um solo onde os poros sao muito pequenos o esco-
amento ¢é totalmente laminar e a forca de atrito ¢ similar & de um escoamento
laminar em um tubo com Ntumero de Reynolds pequeno, ou seja, o atrito é
proporcional a velocidade. A forga gravitacional (por unidade de volume)
¢ simplesmente o gradiente do potencial gravitacional pgz, enquanto que o
gradiente de pressao ¢ aproximado pelo gradiente da pressao hidrostética da
agua em locais saturados, e da pressdo negativa de sucgao (capilar) em locais
nao saturados. A equagao para o fluxo de Darcy em uma dire¢ao arbitraria
fica:

q=—-KVh, (5.55)

onde K ¢é a condutividade hidraulica. h é a chamada carga hidrdulica, e é
igual a:

h=z+L, (5.56)

P9
onde p ¢ a densidade da agua, g ¢ a aceleragao gravitacional, e p é a pressao
da 4dgua no solo medida em relacao a pressao atmosférica. Se cavarmos um
furo do solo em contato com a atmosfera, o nivel da dgua no furo ¢ definido
como o nivel do lencol freatico. A pressao p é nula na posicao do lencgol
freatico. Os efeitos capilares nos poros do solo “sugam” a agua para cima
do lencol levando a umidade # do nivel de saturagao 6, até um nivel minimo
residual 6. Nessa franja capilar, a pressao se torna negativa, e depois, de
forma praticamente descotinua, volta a zero (pressdo atmosférica) quando a
umidade chega ao valor minimo. A figura 5.7 ilustra um perfil tipico de solo,
sua pressao e umidade.
A umidade é também representada por uma quantidade chamada grau
de saturagao efetiva S, que varia entre 0 e 1:
0—0,

Se = b0 0. (5.57)
Para valores de S, menores que 1, a pressao negativa pode ser relacionada
com S, pela equacao (Brutsaert, 1966):

1

= —, 5.58
1+ (ah.)’ (5:58)
onde h, é definido como a altura equivalente de pressao negativa:
p
he = —, 5.59
Py (5:59)

e, a e b sao parametros que dependem da textura do solo. Para areia a ~ 2,8
m*tebn~6,7.
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pressao de succao < 0

pressao umidade

A

franja capilar O
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pressao atmosférica
pressao hidrostatica > 0 J

Figura 5.7: Perfil do solo: pressao e umidade.

saturacao 6y

A condutividade hidraulica K é funcao da textura do solo e da propria
umidade 6 (ou de S.) locais.

5.4.2 Equagao de transporte em um meio poroso

Em geral o transporte em um meio poroso ¢é tridimensional, e nao perma-
nente. Como as velocidades num meio poroso sao relativamente pequenas e
variam pouco no espago e no tempo, podemos considerar que localmente um
sistema de coordenadas com z alinhado a dire¢ao do escoamento do fluido
pode ser adotado. Assim, temos apenas advecgao média em x com velocidade
meédia nos poros (teoria de Darcy) U, mas podemos ter difusao/dispersao nas
dire¢oes z, y, e z. A equacao da conservacao da massa para a concentragao
C(z,y, z,t) de um poluente em um meio poroso (solo) é:

oC oC 0 oC 0 oC 0 oC
U= <DL%) 5 <DTa_y) +5- (DTa) +> f. (5.60)

onde D é o coeficiente de dispersao longitudinal, Dy é o coeficiente de
dispersao transversal, admitido o mesmo para y e z, > f sao lancamentos
(fontes), decaimentos, reagdes quimicas, adsorsao, etc.

Caso o langamento seja pontual, pode ser ttil a equacao em coordenadas
polares cilindricas axissimétrica com eixo em x. Se, além disso o coefici-
ente Dr for constante, temos ums equagao para C' como funcao da distancia
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ponto de lancamento

Dispersao transversal

Figura 5.8: Poluente sendo dispersado pelos poros do solo.

longitudinal z, da distancia r até o eixo x, e do tempo:

ac aC 9 aC 2C  10C
U= <DL%> + Dy <W + ?W) +Y f, (5.61)

5.4.3 Coeficientes de dispersao

Fisicamente, os coeficientes Dy e Dy englobam tanto a difusao molecular
quanto a dispersao. No caso do meio poroso, a dispersao se da por con-
seqiiéncia do complexo e aleatorio escoamento nos vazios do meio poroso,
que em média leva o poluente na dire¢cao de U (no caso x), mas tende a
espalhar o poluente na dire¢ao transversal. A figura 5.8 ilustra o processo.
Vamos supor que o poluente possui uma difusividade molecular na dgua
D, conhecida, e que a velocidade de Darcy seja U. Vamos definir o seguinte

parametro adimensional:
aUu

Pe = o (5.62)
conhecido como nimero de Peclet. Aqui, d é a distancia média percorrida
em linha reta pela dgua nos poros. Se imaginarmos que o meio poroso é uma
infinidade de dutos em orientagoes aleatérias [ (dngulo medido em relagao a
diregao de U) e com raios R variando aleatorioamente, d seria o comprimento
médio desses pequenos dutos. Portanto, d esta diretamente relacionado com

o tamanho dos graos que formam o solo.
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Vérios autores oferecem formulagoes de Dy e Dp. Aqui mostramos um
resumo dos resultados de Saffman (1960). O coeficiente longitudinal é escrito
em termos de uma integral que deve ser resolvida numericamente:

3R20U?2  @?u? [t o Mcoth M — 1
D; =mD 2 1)y ——d .
p=mD+ —me + ]ﬁ (30% —1) oo 4o (5:63)
onde 3d 302 R2U*?
(6% (8%
M=—"— D'=D+— "~ .64
2D’ * 16D (5.64)

onde a variavel de integracao o = cos 3 abrange todas as diregoes possiveis
(—m/2,7/2). Para um meio poroso com tamanhos de dutos, e orientagoes
totalmente aleatorias, m = 1/3. Observagdes em laboratorios mostram que
para alguns solos mais granulares m = 2/3. O valor para d freqiientemente
usado ¢ o didmetro médio dos graos de solo, enquanto que para R se usa a
formula:

24k
R=/—, (5.65)
U]
onde k é a permeabilidade e n é a porosidade do solo. A permeabilidade k
pode ser escrita em fungao da condutividade hidraulica K, da viscosidade

cinematica da dgua v, e da gravidade g:

K
h=—". (5.66)
g

Similarmente & dispersao longitudinal, para a dispersao transversal, Saffman
obteve

R2U?  9d?U? (', o Mcoth M — 1
+ o? (1 - o2) OV 71
80D 8 0 D' M?
Vejamos alguns casos particulares. Para um fluido parado (U = 0), os coefi-
cientes sao:

Dr =mD + da. (5.67)

U=0: Dy =Dp=mD. (5.68)
Para Pe <« 1: b P2 D s
L e  LUr _6

Para 1 < Pe < 8(R/d)2'

Dy ___m 3Pe _
D 2

n% (@) LA +0( -, (5.70)

d

DT . 3Pe R 1 1
> = T <d) m—g+0(Pe). (5.71)
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A difusividade molecular para um soluto em agua é fungao da temperatura
da solucao e também da propria concentragao do soluto. Para solutos em

agua, valores tipicos estao em torno de D ~ 1072 m?s .

5.5 Problemas

1. Calcule o coeficiente de dispersao longitudinal para um canal com: n =
0,07, secao trapezoidal com profundidade 2 m, largura no fundo de 20
m, angulo dos taludes laterais de 45°, declividade no fundo de 0,1%.

2. Para o canal do problema anterior, se 1 kg de um poluente ¢ lancado
em um ponto no meio do canal, estime o tempo 17 para haver completa
mistura transversal.

3. Para o canal do problema anterior, estime a distancia viajada e a faixa
ocupada por 90% do poluente apo6s o tempo T (problema anterior), ou
seja qual é a posicao do centro da mancha e o comprimento da faixa da
mancha onde se encontra 900 g do poluente? Dica, resolva a equagao da
difusao, encontre a distribui¢ao gausseana do poluente e faca o centro
essa mancha ser advectada com a velocidade do canal.

4. Um rio pussui Manning n = 0,12, se¢ao retangular de 25 m de largura,
4 m de profundidade, e declividade de 0,002. (i) Qual é a distancia
que um poluente vai viajar até ele se misturar completamente na segao
transversal, se ele for langado perto da margem? (ii) Quanto tempo
essa mistura vai levar?

5. Se um reservatorio possui tempo de residéncia de 2 anos, profundidade
média de 12 m, e vazao de saida média de 4 m3s™!, qual é aproxima-
damente a sua area inundada?

6. Um reservatorio bem misturado possui vazao média de entrada/saida de
1,5 m?/s, area de 13 km?, e profundidade de 6 m. Um poluente muito
toxico que nao pode ser tratado e possui decaimento extremamente
lento é jogado no reservatorio. Estime quanto tempo vocé espera que
a renovacao da agua limpe o reservatorio.

7. Num reservatorio com uma estratificagao linear, a temperatura da agua
no fundo é 10°C, e a freqiiéncia de Brunt-Viisila (ao quadrado) é N? =
6,5 % 10~* s72. Calcule a temperatura na superficie. Use valores tipicos
de constantes e variaveis fisicas (densidade, calor especifico, etc.).
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Um reservatorio possui 25 m de profundidade. No fim do verao a tem-
peratura da agua na superficie ¢ 28°. Sabendo que a freqiiéncia de
Briint-Viisild é de N = 0,025 s7!: (i) calcule a temperatura da 4dgua
no fundo. (ii) Supondo haver apenas penetragao convectiva (despre-
sando mistura pelo vento), calcule o tempo para que a estratificagao
seja completamente erodida enquato o lago se resfria perdendo calor a
uma taxa de 100 W/m?. (iii) Supondo agora que a estratificacao foi
totalmente erodida, e ainda desprezando mistura pelo vento, calcule
quanto tempo um poluente langado a meia profundidade leva para se
misturar na vertical.

Considere um reservatorio com profundidade 25 m, totalmente estra-
tificado por convecgao gerada por um fluxo de calor sensivel de 200
Wm~2. Admitindo valores tipicos de constantes e variaveis fisicas, se
um poluente é langado a meia profundidade, qual é o tempo para que
a mistura seja completa, ou seja, da superficie ao fundo?

Considere o mesmo reservatorio do problema anterior. Inicialmente o
reservatorio esta estratificado linearmente com d7'/dz = 0,2 Km~!. H4
um fluxo de calor H = 180 Wm™2, e um vento aleatério médio a 10 m
da superficie de 7 m/s. Usando valores tipicos de constantes e variaveis
fisicas, calcule a profundidade da camada de mistura como funcao do
tempo apenas devido a convecgao, depois apenas devido ao vento. Faga
graficos de h(t) para os dois casos, e determine em que instante os dois
h’s sao iguais. O que vocé conclui?

Considerando os resultados do problema anterior, apos estratificacao
completa, determine o coeficiente de difusao vertical devido apenas &
conveccao, depois apenas devido ao vento. Quem ¢é mais eficiente para
misturar, nesse caso?

Considere um reservatorio com érea superficial de 150 km? inicialmente
completamente estratificado. A temperatura na superficie é 24°C e no
fundo é 9°C. O reservatorio tem 30 m de profundidade.

a) Calcule a freqiiéncia de Briint-Vaisila da estratificacao.

b) Se o reservatoério perde energia calorifica a uma taxa de 10° Jou-
les/dia, estime em quanto tempo o reservatorio tera uniformizado a
temperatura até a metade da sua profundidade.

c) Se o reservatoério nao perdesse calor mas estivesse sujeito a ventos
aleatorios com modulo médio por volta de 5 m/s, certamente esse vento
iria misturar a camada superficial do lago, uniformizando a tempera-
tura, como no item anterior. Calcule em quanto tempo a metade da
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profundidade do reservatorio se uniformizaria. Compare com o item
(b) e comente.

d) Com o reservatorio estratificado até a metade (itens anteriores), lan-
¢amos um poluente a meia altura da camada uniforme (misturada). Em
quanto tempo esse poluente se mistura na camada uniforme? Considere
AMBAS as situagoes dos itens (b) e (c¢) separadamente!!

Um estuario sem estratificacao possui uma corrente de maré com in-
tensidade média de 0,6 m/s. A profundidade média é de 6 m, a largura
¢ de 70 m. Se a maré tem periodo de 24 horas, estime o coeficiente de
dispersao longitudinal deste estuario.

Um estuario esté sujeito a uma maré que, a partir do nivel médio do
mar, entra no canal do estuario uma distancia de 13 km rio adentro em 6
horas. Considerando que nao hé estratificacao, determine o coeficiente
de dispersao longitudinal no estuario considerando profundidade média
de 2 m e largura de 200 m.

Considere agora que um estuario com canal principal similar ao do pro-
blema anterior contém quatro bracos onde a dgua se aprisiona. Se esses
bracos sao canais perpendiculares ao principal, cada um com compri-
mento de 2 km, largura média de 40 m e profundidade média de 1 m, e
que o tempo de aprisionamento em cada um ¢ de aproximadamente de
3 horas, pergunta-se: qual é o coeficiente de dispersao longitudinal no
canal principal desse estuario? Compare com o resultado do problema
anterior.

Faga um grafico de Dy como fungao de T,,/7. usando dados do pro-
blema anterior.

Verifique a validade das equacgoes 5.43 e 5.44

Considere um estuario estratificado de profundidade 5 m e largura 100
m. A densidade varia linearmente com z sendo, na superficie S = 5%,
e no fundo S = 30%o. A corrente de maré é senoidal com amplitude
Uy = 1,2 ms™t. A velocidade da 4gua é aproximadamente linear com
méximo Uy na superficie e nula no fundo.Estime o coeficiente de dis-
persao vertical nesse estuario. Se um poluente a langado em um ponto
a meia profundidade, qual seria o tempo para mistura completa na
vertical? Dica: use a teoria de rios para essa ultima parte.

Um estuario sem maré possui 3 km de comprimento, largura de 100 m
e profundidade de 4 m. Se a salinidade varia linearmente entre 0 e 35
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%o, a velocidade de atrito é 0,2 ms™!, e o perfil vertical de velocidade &
linear com U = 0 ms™! no fundo e U = 0,5 ms~! na superficie, calcule
o coeficiente de dispersao longitudinal desse estuario.

No problema anterior, lancamos um poluente instantaneamente no
ponto de inicio do estuario (onde a salinidade ainda é nula) com uma
carga de 20 kg. (i) Quanto tempo esse poluente leva para atingir o
mar? (ii) No instante que o poluente atinge o mar, qual é a concentra-
¢ao méaxima, ou seja, no centro da pluma de poluente?

Em um estuario nao estratificado a maré penetra 10 km rio adentro em
3 horas. Se o estuério possui 100 m de largura e 4 de profundidade,
calcule o seu coeficiente de dispersao longitudinal.

verifique a validade de 5.69, 5.70, e 5.71 a partir de 5.63 e 5.67.
Num solo, é possivel determinar quem é maior entre Dy e Dp?

Num solo com porosidade 0,46, condutividade hidraulica 0,01 cm/s, o
lengol freatico possui declividade de 2%. Se um poluente comega em
t = 0 a ser langado em um ponto 5 m abaixo do lengol a uma taxa fixa
de 20 kg/dia, calcule a concentragdo do poluente no nivel do lencol,
20 metros a jusante do escoamento do lencol depois de muito tempo
(regime permanente). Dicas: considere D = 107° m?s™1, despreze Dy,
(considere apenas Dr ), e coloque-se no referencial do escoamento. Esse
é um problema dificil.
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