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• Graduação: Engenharia Civil, Karlsruhe Institute of Technology (KIT), 

Alemanha (2000)

• Doutorado: Hidráulica Ambiental, KIT, (2006)

• Líder do Grupo de Pesquisa “Environmental Fluid Mechanics”, KIT, (2007-

2011)

• Professor Visitante no DHS, UFPR (2009-2011)

• Professor efetivo no Departamento de Engenharia Ambiental (DEA), UFPR 

(desde 2011)

• Membro do Programa de pós-graduação em Engenharia de Recursos 

Hídricos e Ambiental (PPGERHA) e Engenharia Ambiental (PPGEA)

Tobias Bleninger

http://www.ufpr.br/


3

Tobias Bleninger

Universidade Federal do Paraná (UFPR)

Departamento de Engenharia Ambiental(DEA)

www.bleninger.info

Graduação Engenharia ambiental:

• Mecânica dos Fluidos Ambiental I

• Mecânica dos Fluidos Ambiental II

• Matemática Aplicada I

• Matemática Aplicada II

Pós-Graduações

• Fenômenos de Transporte

• Hidrodinâmica de Sistemas Ambientais

• Mecânica dos Fluidos Experimental I e II

• Hidráulica de Canais

Cursos de curta duração

• Curso de Delft3D

• Curso de CORMIX

• Mini-curso de MatLab/Octave/Freemat

Disciplinas ofertadas na UFPR

http://www.ufpr.br/
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Linhas de pesquisa:

• Mecânica dos fluidos ambientais: jatos e plumas, fenômenos de 

mistura e transporte, emissários submarinos, transferência de gases

• Hidráulica ambiental: difusores, rios, tanques de mistura, hidráulica em 

tanques de estações de tratamento de água e esgoto

Métodos:

• Modelagem numérica e modelos físicos: 1D nível de água, 2D e 3D 

escoamentos com superfície livre e modelos de transporte para rios, 

lagos e águas costeiras, qualidade de água

• Medição em campo e laboratório de processos hidrodinâmicos

(Particle Image and Particle Tracking Velocimetry, PIV, PTV)

Pesquisa

http://www.ufpr.br/
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“MuDaK: Multidisciplinary Data Acquisition as a Key for a globally applicable Water

Resource Management”, financed by BMBF within the GROW program.

“Elaboração de Estudo de Implementação e Aplicação de Modelos Hidrodinâmicos 

e de Qualidade das Águas Superficiais de Domínio da União como apoio à 

Tomada de Decisões em Proposta de Enquadramento – Estudo de caso dos 

Rios Paranapanema e Itararé integrados aos reservatórios em suas calhas na 

UGRH Paranapanema” Financed by Agencia Nacional de Aguá (ANA).

“SeWaMa: Innovative approaches for future sediment and water management in 

Brazil”, financed by CAPES and DAAD within the NoPa program. 

Simulações em 3-D do escoamento e transporte e qualidade de água para águas 

costeiras, fluviais e reservatórios

Projetos

http://www.ufpr.br/
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Informações gerais

• Disciplina: Matemática Aplicada I

TEA 010, 6 créditos, disciplina obrigatória, carga horária: 90h

• Professor: Dr.-Ing. Tobias Bleninger

bleninger@ufpr.br

www.bleninger.info

Departamento de Engenharia Ambiental (DEA)

Centro Politécnico, Prédio Administração, 3º andar, sala 13

• Horários e sala:

• Segundas (PK-01), Quartas (PF-01) e Sextas (PL-04)

• 07:30-09:10h com compensações (em forma de tutoriais) a tarde ou 07:30-09:25h

• Consultas: Por favor, agendar por email ou telefone

• Home Page: http://www.ambiental.ufpr.br/portal/professores/tobias/teaching/matematica-aplicada-i/

http://www.ufpr.br/
mailto:bleninger@ufpr.br
http://www.bleninger.info/
http://www.ambiental.ufpr.br/portal/professores/tobias/teaching/matematica-aplicada-i/
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Alunos

• Nome

• Já fez Matemática Aplicada 1?

• Programação:

• Matlab

• Python

• C++

• Fortran

• Tem notebook ou PC disponivel?

• Qual sistema operacional?

http://www.ufpr.br/
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Avaliações

• 1 Prova P1 (sem consulta)

• 2 Exercícios E1 (individual) e E2 (grupo com apresentação oral e arguição)

• Nota N = 1/2P1 + 1/4E1 + 1/4E2

• se N ≥ 7 aprovado com nota final NF = N

• se N < 4 reprovado

• se 4 ≤ N < 7 prova final F

• se (F+N)/2 ≥ 5 aprovado com nota final NF = (F+N)/2

• se (F+N) < 5 reprovado

• Presença: se faltas maior de 25%: reprovado

http://www.ufpr.br/
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Bibliografia

• Steven Chapra, Métodos Numéricos para Engenharia, 5a edicao, McGraw Hill, Sao Paulo,

2008 (link para apresentacoes, link para m-files)

• Parkhurst, David F. Introduction to applied mathematics for environmental science. Springer

Science & Business Media, 2007.

• Kreyszig, E., 1999, Advanced Engineering Mathematics, Wiley & Sons, ISBN: 0-471-15496-2

(existe tambem versao em portugues, veja em baixo)

• Erwin Kreyszig, 2009, “Matematica superior para engenharia”, Volumes 1-3, ISBN: v. 1

9788521616436 : v. 2 9788521616443 : v. 3 9788521616450, Rio de Janeiro, LTC

• Nelson, L.D., 2011, Apostila de Matematica Aplicada a Engenharia, Departamento de

Engenharia Ambiental, UFPR

• Mais informações e referencias online na pagina da disciplina:

http://www.ambiental.ufpr.br/portal/professores/tobias/teaching/matematica-aplicada-i/

http://www.ufpr.br/
http://www.ambiental.ufpr.br/portal/professores/tobias/teaching/matematica-aplicada-i/
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Software

• MatLab (programa computacional, existem licenças acadêmicas). Tutoriais!

e Mini-Curso! ou Octave (alternativa grátis parecido com MatLab)

• Maple (programa matemático, profissional, especialmente para operações

simbólicas) ou Maxima (alternativa grátis parecido)

• UltraEdit (editor de texto professional, pode editar colunas) ou PSPad (editor

de texto gratis, pode editar colunas)

• Microsoft Excel (programa de calculo em tabelas) ou Calc (program de calculo

em tabelas gratis, do sistema OpenOffice)

http://www.ufpr.br/
http://www.mathworks.com/
http://www.mathworks.com/academia/student_center/tutorials/computational-math-tutorial-launchpad.html
https://docs.ufpr.br/~bleninger/matlab.htm
http://octave.sourceforge.net/
http://userpages.umbc.edu/~gobbert/papers/SharmaGobbertTR2010.pdf
http://www.maplesoft.com/
http://maxima.sourceforge.net/
http://www.ultraedit.com/
http://www.pspad.com/
http://office.microsoft.com/
http://www.broffice.org/
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Definição e objetivos

• A Matemática Aplicada cria a habilidade de aplicar métodos matemáticos a

conceitos e modelos da engenharia ambiental.

• Apresentar exemplos de aplicações e elaborar cálculos relacionados a

problemas típicos de Mecânica dos Fluidos, Fenômenos de Transporte, nos

ambientes atmosféricas, águas superficiais e subterrâneos e processos

tecnológicos.

• Isto inclui aplicações de álgebra linear, equações diferenciais ordinárias,

transformações, campos escalares e vetoriais usando soluções analíticas e

numéricas. Introdução e aplicação de ferramentas computacionais para resolução

de problemas matemáticas.

http://www.ufpr.br/
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Porque?

• Modelos matemáticos são ferramentas que ajudam em projetos da

engenharia para quantificar e determinar características relevantes

(por exemplo velocidades, níveis, concentrações, populações,

temperaturas, ...).

• Especialmente antes da construção ou antes de ações e para fazer

cenários (simulação e previsão).

• Assim, complementando estudos com modelos reduzidos e estudos

em campo.

http://www.ufpr.br/
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Aplicações

Porque EDOs?

http://www.ufpr.br/
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Gilbert Strang, MIT Open Course Ware, 

Massachusetts Institute of Technology, 

Course: Computational Science and Engineering I, 

exercicios, aulas em video, provas

Porque Matrizes ?

Aplicações

Aplicar transformações

a 12 diferentes pontos no domínio

uma vez 

http://www.ufpr.br/
http://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-085-computational-science-and-engineering-i-fall-2008/index.htm
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Efficient tools for marine operational forecast and oil spill tracking

Author links open overlay panelMartinhoMarta-AlmeidaabManuelRuiz-

VillarrealcJaniniPereirabdPabloOterocMauroCiranobdXiaoqianZhangaeRobert 

DHetlanda

https://doi.org/10.1016/j.marpolbul.2013.03.022

Aplicações: Shallow Water Equation

Source: 

https://www.whoi.edu/fileserver.do?id=136564&pt=10&p=85713

Aplicar transformações

a milhões de pontos no domínio e tempos diferentes

http://www.ufpr.br/
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Aplicações: Texto para equação

Fonte: Parkhurst, David F. Introduction to applied mathematics for environmental science. Springer Science & Business Media, 2007.

http://www.ufpr.br/
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Aplicações: escrever equação envolvendo as incógnitas 

Fonte: Parkhurst, David F. Introduction to applied mathematics for environmental science. Springer Science & Business Media, 2007.

http://www.ufpr.br/
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Aplicações: resolve equações

Fonte: Parkhurst, David F. Introduction to applied mathematics for environmental science. Springer Science & Business Media, 2007.

http://www.ufpr.br/
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Proposta didática

Solução

Analítica, Numérica, Dados

Modelo

Equação Relação

Descrição

Fisica Biologica

Problem

Analise Impacto Dimensionamento

http://www.ufpr.br/
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Exemplo modelo epidêmico

• Espalhamento de uma doença (por exemplo gripe)

• Modelo epidêmico

• Premissas:

• Gripe não é letal, tudo mundo cura

• Gripe do mesmo vírus pode ter so uma vez, depois fica imune

• População grande, mas definido em tamanho e confinado geograficamente (todos alunos de

Curitiba)

• Estados:

• S: suscetível: não pegou ainda e pode pegar

• I: infectado: tem gripe e podem repassar

• R: recuperado: tinham a gripe e são imunes

• Como população é confinado, pode ser considerado misturado (S pode encontrar I ou R)

• Objetivo:

• Saber a variação da quantidade de S, I e R ao longo do tempo

Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

http://www.ufpr.br/


25

Tobias Bleninger

Universidade Federal do Paraná (UFPR)

Departamento de Engenharia Ambiental(DEA)

www.bleninger.info

• Pensar no resultado, utilizando intuição

Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

• Perguntas: Pico acontece quando? Falta quantificação.

• Suponha que sabemos I, R e S hoje, podemos calcular para amanha (vendo o futuro)?

• Uma maneira é:

• sabendo o passado e o estado de hoje e “extrapolando” o futuro

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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• Pensar no resultado, utilizando intuição

Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

• Suponha que sabemos I, R e S hoje, podemos calcular para amanha (vendo o futuro)?

Exemplo modelo epidêmico

• Mais geral: sabendo como I, R e S variam

• Por exemplo:

• Estudo diz para sarampo que tem 470 novas infecções a cada dia

• Se começamos com 20.000 alunos suscetíveis, segue:

http://www.ufpr.br/
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• Importante então de saber as taxas (alteração por tempo) de mudanças, S’ = dS/dt

• Aqui: S’ = -470 (negativo porque decresce)

• Se S’ = const. podemos usar a equação para calcular S:

S = 20000 + S’ * t = 20000 - 470 * t

Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

• S’ = const. é um “modelo” que nos permitiu chegar numa equação (solução)

• Também é possível usar para o passado (dois dias atrás):

S = 20000 – 470 * (-2) = 20940

• Vantagem é:

• nos sabemos o passado e assim podemos analisar a “precisão” do nosso modelo

• Porém: precisamos um “ponto de partida” (condição inicial) S(t=0) = 20000

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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• Montamos um modelo completo e mais complexo com estes conhecimentos

• Iniciamos com o mais fácil, a taxa de recuperação, R’ = dR/dt, o tempo necessário para curar

• Por exemplo: 14 dias

• Olhando assim os infectados I: tem uns que pegaram ontem, outros dois dias atrás, ..... e o

ultimo grupo vai curar hoje

• Consideramos que estes 14 grupos tem a mesma população, assim 1/14 de infectados

recupera hoje:

• R’ = 1/14 I

• Isto permite de calcular R no futuro quando I e R foram conhecidos hoje (e.g.: I=2100, R = 2500)

• R’ = 1/14 I = 1/14 * 2100 = 150 pessoas por dia -> R amanha = 2500 + 150 = 2650

• Problemas:

• Não funciona bem no inicio, já que ninguém foi infectado por vários dias ainda

• Modelo não é perfeito, mas va com calma

• vamos ver se conseguimos entender como “funciona” uma epidemia e depois aprimorar o modelo

• I varia cada dia/
Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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• Se for doença diferente, digamos com taxa k (taxa de recuperação)

• Pode escrever b = 1/k como coeficiente de recuperação

• b somente depende da doença e é igual para toda população

• Significado geral de recuperação: pessoas “vão” da população infectada para recuperada

Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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• R’ dependia somente de I, mas S’ depende de S e de I

• Construção do modelo de transmissão:

• Considere uma pessoa suscetivel num dia. Em media, esta pessoa encontrará uma fração

pequena, p, da população infectada

• Por exemplo, I = 5000, e somente 2 na mesma sala em media estarão com pessoas

suscetíveis, assim, a fração de contatos é p = 2/I = 2/5000 = 0,0004.

• Os dois contatos podem ser expressados como 2 = (2/I)*I = pI contatos por dia por pessoa

suscetível

• Para a população total corresponde com o produto pI*S = pSI

• Mas não todos os contatos levem a infecção, somente uma fração q (o mais contagioso o

maior o q).

• O contato diário pSI assim leva a infecções diárias q*pSI.

• Isto resulta em aSI, se a = qp

• a depende da interação entre pessoas e da saúde delas (em contrario do b), a pode ser

influenciado por nos (quarentena, dispensar aulas, ...)

• → S’ = -aSI (pessoas por dia), com a sendo o coeficiente de transmissão
Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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• I’ resulta dos demais: perda em I é ganho em R ou ganho em I e perda em S

• → I’ = aSI – bI

• I’ = aSI – bI

• S’ = -aSI

• R’ = bI

• 3 edos, primeira ordem, lineares, não homogeneos

Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

Exemplo modelo epidêmico

http://www.ufpr.br/
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Exemplos dos alunos dos anos anteriores

Fonte: Calculus in Context. The Five College Calculus Project. James Callahan. Kenneth Hoffman. David Cox. Donal O’Shea. Harriet Pollatsek. Lester Senechal. 

http://math.smith.edu/~callahan/intromine.html

http://www.ufpr.br/
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Exemplos dos alunos dos anos anteriores

1. Predador-presa

2. Streeter-Phelps

3. Reator e edos em geral

http://www.ufpr.br/
lotka_e_edo.pptx
streeterphelps.pptx
reator_e_ode.pptx
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Enseada

Santos

Praia Grande 1

Praia Grande 2

Emissários da Baixada Santista

Municipality Population Collect Treatment

Santos/S.Vincete

Praia Grande       

856.726

562.376

80

46

80

46

Guarujá               432.586 55 55

Fonte: Brambilla, SABESP

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Santos Harbout, Brazil
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zilSantos Bay, Brazil

Nov. 2003 (peak season!): 78 of 128 beaches declared „not appropriate for bathing“ 

outfall

Pergunta: Partículas do emissário sedimentam como ao 

redor do ponto de lançamento?

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Definir as equações governantes de um fenômeno físico 

para um problema com objetivo  e condições definidos.

-> Foco e simplificação

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Turbulent jet

D

H

h
Particle

settling

Deposition

pattern

Entrainment of

Ambient fluid

-> Parametros

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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1. Definir as equações governantes de um fenômeno físico para um problema com objetivo e

condições definidos.

• We make the rigorous assumption, to express particle motions only with terminal particle settling velocity
at small particle Reynolds numbers assuming that there is no influence of other particles settling nearby:

ws = gDp²/(18 ρ)(ρ p- ρ l)/ ρ l (for Rep= < 1)

• Time averaged velocity field of liquid phase is superimposed by the particle settling field assuming that
particles follow average fluid motions.

- centerline velocity (Neves 1998): Uc(x) = 6.20(D/x)U0.

- longitudinal velocity (Schlichting and Gersten 1997): U(r,x) = 3/(8 0.017)M0/(M0
0.5x)/[1+( (r,x))²]² with

(r,x) = 1/(8(3/ )0.51/0.017r/x

- transversal velocity (Schlichting and Gersten 1997): W(r,x)=0.5(3M0/ )0.5 (r,x)/x[1-
( (r,x))²]/[1+( (r,x))²]² e (r,x)= 1/(8(3/ )0.51/0.017r/x

3. Caso comum: fenômeno não tem descrição suficiente e depende do lugar e da aplicação (→

requer calibração e verificação)

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Analytical Model

▪ Velocidades horizontais das particulas

• Up(x, z) = Ul(x,z) (velocidade do liquido)

▪ Velocidades verticais das particulas

• Wp(x,z) = Wl(x, z) - ws, ws = const

▪ gradient dx/dz, where dx = Ul(x,z)dt and dz = (Wl(x,z) - ws)dt.

▪ ∫xdx = ∫zUl/(Wl - ws)dz

▪ (x-x0) = ∫zUl/(Wl - ws)dz

▪ (x-x0)/Lm = ∫z/Lm Ul/(Wl - ws)dz/Lm

Ul(x,z),  dx

(Wl(x,z)-ws), dz

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/


47

Tobias Bleninger

Universidade Federal do Paraná (UFPR)

Departamento de Engenharia Ambiental(DEA)

www.bleninger.info

Analytical Model

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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T. Bleninger, G. H. Jirka

Experiments
Fresh water

Excess water

Excess 

water

valves

syringe
1,556

Tank

Headworks

Detail B

discharge pipe

[m]

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Turbulent jet

D

H

h
Particle

settling

Deposition

pattern

Entrainment of

Ambient fluid

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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T. Bleninger, G. H. Jirka

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/


51

Tobias Bleninger

Universidade Federal do Paraná (UFPR)

Departamento de Engenharia Ambiental(DEA)

www.bleninger.info

T. Bleninger, G. H. Jirka

Experiments

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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T. Bleninger, G. H. Jirka

y

z

x

(xmax, 0, z)

Nmax

Centreline of sedimentation

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Dimensional Analysis
▪ maximum deposition location xmax located on line (x, 0, z=-h), below axis of jet. xmax is independent

of y and for low concentration particle-laden jets also independent of particle discharge rate N0

xmax/Lm = f(-z/Lm) where ymax = 0

▪ xmax/Lm = 0.0992ln(-z/Lm) + 0.9305

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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T. Bleninger, G. H. Jirka

Dimensional Analysis
▪ maximum deposition rate of particles Nmax/N0 at xmax/Lm is independent of geometric parameters: Nmax/N0 = C

▪ An exception are jets having strong interactions with the ground or the surface, which have effects we are not

considering here.

▪ Nmax/N0 = 0.0018

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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T. Bleninger, G. H. Jirka

Dimensional Analysis
▪ characteristic longitudinal distribution is centerline of sedimentation (x, 0, z = -h). If self-

similarity is given it is Nc = f(Nmax, xc, xmax)

▪ Nc/Nmax = f(xc/xmax)

▪ Nc(xc)/Nmax = e^(-0.5[ln(x/xmax)/0.517]2

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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T. Bleninger, G. H. Jirka

Dimensional Analysis

▪ To verify self-similarity also for transversal profiles we need to find a relation for N= f(Nc, y, y0.5).

The latter parameter is chosen for the half-width of Gaussian type particle distributions.

▪ y0.5(x) = 0.101x, which is smaller in comparison to jet velocity half width r0.5(x) = 0.114x

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Dimensional Analysis
▪ N/Nc = f(y/y0.5)

▪ N/Nc = e^(-0.5y/y0.5)
2

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Dimensional Analysis

▪ N/Nmax = e^(-0.5y/y0.5)
2 e^(-0.5[ln(x/xmax)/0.517]2

y/y0.5(x)

jet

x/xmax

N/Nmax

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Turbulent jet

D

H

h
Particle

settling

Deposition

pattern

Entrainment of

Ambient fluid

-> Parametros

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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1. Definir as equações governantes de um fenômeno físico para um problema com objetivo e

condições definidos.

• We make the rigorous assumption, to express particle motions only with terminal particle settling velocity
at small particle Reynolds numbers assuming that there is no influence of other particles settling nearby:

ws = gDp²/(18 ρ)(ρ p- ρ l)/ ρ l (for Rep= < 1)

• Time averaged velocity field of liquid phase is superimposed by the particle settling field assuming that
particles follow average fluid motions.

- centerline velocity (Neves 1998): Uc(x) = 6.20(D/x)U0.

- longitudinal velocity (Schlichting and Gersten 1997): U(r,x) = 3/(8 0.017)M0/(M0
0.5x)/[1+( (r,x))²]² with

(r,x) = 1/(8(3/ )0.51/0.017r/x

- transversal velocity (Schlichting and Gersten 1997): W(r,x)=0.5(3M0/ )0.5 (r,x)/x[1-
( (r,x))²]/[1+( (r,x))²]² e (r,x)= 1/(8(3/ )0.51/0.017r/x

3. Caso comum: fenômeno não tem descrição suficiente e depende do lugar e da aplicação (→

requer calibração e verificação)

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Analytical Model

▪ Velocidades horizontais das particulas

• Up(x, z) = Ul(x,z) (velocidade do liquido)

▪ Velocidades verticais das particulas

• Wp(x,z) = Wl(x, z) - ws, ws = const

▪ gradient dx/dz, where dx = Ul(x,z)dt and dz = (Wl(x,z) - ws)dt.

▪ ∫xdx = ∫zUl/(Wl - ws)dz

▪ (x-x0) = ∫zUl/(Wl - ws)dz

▪ (x-x0)/Lm = ∫z/Lm Ul/(Wl - ws)dz/Lm

Ul(x,z),  dx

(Wl(x,z)-ws), dz

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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Analytical Model

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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T. Bleninger, G. H. Jirka

Analytical Model

Exemplo: Particle jet

http://www.ufpr.br/
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