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Questoes

1. (30P) Dado o modelo epidémico do tipo SIR (I'=aSI-bl; S'=-aSI; R’=bl) com as
condigOes iniciais S=45400, I=2100 e R=2500 e os coeficientes b = 1/14 [1/d] e

a=0,00001 [1/(pessoa*d)]

a. Descreva as equagles para estimar manualmente os valores para S, I e R
para os dias 1 e 2 apds a condicdo inicial e calcule os mesmos.

b. Modifique as equagdes para previsdes com passo temporal de At
calcule manualmente os valores para 12h, 24h, 36h e 48h e compare
quantitativamente com os resultados de a) e explique diferengas (se houver).

c. Calcule a soma da populagao total para a condicdo inicial e para o segundo dia
para os dois calculos e discute o resultado (poucas palavras)

d. Modifique as equagodes de a) para calcular valores do passado partindo do dia
2 e calcule os valores de S, I e R para o dia 1 e compare com os valores de a)

e discute diferencgas (se houver).
a)
Shovo = Santes + S’
Inovo = Iantes + I’
Rnovo = Rantes + R’

T(d) S I R slinha ilinha rlinha

0 45400 2100 2500 -953.4 803.4 150
1 44447 2903.4 2650 -953.4 803.4 150
2 43493 3706.8 2800 -1290.5 1083.1 207.39

b)
Mesmas equagdoes mas mudando coeficientes b12 = b/2, al2=a/2
T(d) S I R slinha ilinha rlinha

0 45400 2100 2500 -476.7 401.7 75

0.5 44923 2501.7 2575 -476.7 401.7 75

1 44447 2903.4 2650 -561.92 472.58 89.346
1.5 43885 3376 2739.3 -645.23 541.54 103.69
2 43239 3917.5 2843 -740.77 620.2 120.57

Comparacao dia 1:

1 44447 2903.4 2650

1 44447 2903.4 2650

Ap0s primeiro dia tem valores iguais

2 43493 3706.8 2800

2 43239 3917.5 2843

Apds segundo dia tem valores diferentes
Diaria menos 12h=

AS = 254, Al = -210,7 , AR = -43

Ha diferenca entre os dois calculos porque ambos sdo aproximagdes das taxas
(funcgdes continuas) com calculos discretos (At=1d e 12h). O menor o passo temporal o

melhor a aproximagao.

c) Soma populagao inicial 50000
Soma apos 2d (resolucgao diaria) = 49999.8
Soma apos 2d (resolucdo 12h) = 49999.5

Como indicado em b) os calculos aproximam a realidade e assim ndo necessariamente
conservam “massa” (aqui a populagao total). Adicionalmente existem erros de

arredondamento.

d)
Santes = Shoje -S’

Iantes = Ihoje -I’



Rantes = Rhoje - R’

T(d) S I R slinha ilinha rlinha

0 45400 2100 2500 -953.4 803.4 150

1 44447 2903.4 2650 -953.4 803.4 150

2 43493 3706.8 2800 -1290.5 1083.1 207.39

1b 44783,5 2623.7 2592.61
Ha diferencas entre o calculo progressivo e regressivo porque utilizem as taxas em
momentos diferentes, porém ambos sendo aproximacoes.

2. (10P) Dada a funcao f(x)=1/((x-0,3)2+0,01)+1/((x-0,9)2+0,04)-6 num intervalo de
Oa6:
a. Faca a integracdo numérica utilizando o método dos retangulos com no
minimo 3 retdngulos
b. Descreva em poucas palavras um algoritmo numérico para fazer o mesmo
calculo, porém com 200 retangulos.
a) 3 retangulos entre 0 e 6 — cada largura é 6/3=2
Calcular f(x) nos pontos de apoio f(1)=, f(3) e f(5)
Areas dos retangulos sao A = f(1)*2 + f(3)*2 + f(5)*2
X f(x) A=f(x)*2
1 16 32
3 -5.63829 -11.2766
5 -5.8954 -11.7908
Soma 8.932603
b) Devide intervalo em 200 partes (aqui delta=6/200)
X=0+delta/2
A=0
De i=1 a 200 facga
X=x+i*delta
Y=f(x)
A=A+delta*Y
end
3. (10P) Dada a funcao f(x) = sen x em 0 < x < 2T, a funcdo g(x) = (f(x+0,2) - f(x-
0,2))/0,4 e a funcdo h(x) = f'(x) e os graficos das mesmas e o grafico de h(x)-g(x):



f(x)=sin(x)
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a. Descreva a definicdo formal de f'(x) e discute a diferenca entre f'(x) e g(x)
em poucas palavras e utilizando o grafico.

b. Em quais pontos vale f'(x) = g(x).

c. Explique em poucas palavras, porque a diferenca h(x) - g(x) varia com x.

dy  f(x+h)=f(x)
= lim
dx  h=0 h

a)

g(x) € uma aproximacao (fungdo similar, sem limite e com h maior) a derivada
num intervalo finito com h = 0,2. A aproximacdo porém no caso apresentado
varia da derivida analitica com erros absolutos menos que 10-2

b) Nos pontos aproximadamente 1,9 e 4,5, pontos com menor inclinacao da curva
(menor derivada) e assim menor “efeito” da aproximagao.

c) As inclinagbes variam e sao estas que foram aproximadas. Maiores erros em
regides com maxima taxa.

(25P) Utiliza a expansao em series de Taylor com ordem n = 0 a 3 para aproximar a

funcao f(x) = y = 1/x2+sen(x) +2 em xi+1 = 2,5 na base do valor de f e das

derivadas em xi = 2 e calcule o erro absoluto e relativo para cada aproximagao

Veja anotagdes em aula de exemplo similar

(25 P) Consideramos um elemento quadrado no plano x-y delimitada pelo dois

vetores unitarios i e j e que é transformada de forma que um ponto P:(xi, x2) vai até

— X

o ponto Q:(y1, y2) dado por y = ;’;] = AX = [_21 21] [x;]

a. Encontre as diregdes principais (autovetores).

b. Qual é o angulo entre as diregGes principais?

c. Que forma assume o quadrado sob essa deformacdo? Faca um desenho

esquematico com o quadrado, os autovetores e a deformacao final.

d. A deformacdo modifique a area do quadrado (justifique e quantifique sua
resposta com uma frase)?
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e. A deformacdo mantém o sentido do quadrado? Justifique sua resposta com
poucas palavras.

f. Calcule o vetor ¥ do qual surgiu o vetor y = [0’5

05 obrigatoriamente calculando a
inversa da Matriz A.
g. Calcule o vetor ¥ do qual surgiu o vetor y = [82] obrigatoriamente utilizando o

método de Gauss-Seidel.
h. Desenha a transformacdo do vetor da questdo f) e do resultado da
transformacgao no esquema da questdo c)

i. Ovetory= [gg] representa uma direcao principal? Justifique sua proposta.

j.  Mostre que a matriz A pode ser escrita como A = SAS™! = SAS! sendo S a matriz
dos autovetores e A a matriz dos autovalores.
k. Mostre com j) que A* = SA*S! e explique em uma frase a utilidade disto
Solugao:
a) (2-A)(2- A)-1=0
A2 -4 A+3=0
AM=3A=1
A= 3: -X1-X2=0; -Xx1 = x2; escolhex2 =1 - x1 = -1
A2=1:x1-X2=0; X1 = x2; escolhexa2=1—->x1 =1
b) autoveti*autovet> = |autovet:||autovetz|cés(p) <=> (-1+1)/2 = 0 = cos(p) — @
= 90°

d) det(A) = 4-1 = 3, modifique area trés vezes maior
e) Mantem sentido porque det(A) é positivo (porta ndo muda do lado)
f) Ax=y <=> x=Aly
Al = 1/det(A)[az22 -a1z;-az21 ai1] = [2/3 1/3; 1/3 2/3]
At (0,5;0,5) = (2/3*0,5 + 1/3*0,5; 1/3*0,5+2/3*0,5) = (0,5; 0,5)
a) 2xi1-x2=0,5
-X1+2x2=0,5
x1 = (0,5+x2)/2
x2 = (0,5+x1)/2
arbitrando valor inicial: x1 = x2 =1:
x11=0,75
x2! = (0,5 + x1')/2 = 0,625
x12=0,5625
x2?2 = 0,5313
x13=0,5156
x23 = 0,5078
g) figura
h) Sim, é autovetor com autovalor 1 A(0,5 0,5)=1(0,5 0,5)
i) Matriz dos autovetores (normalizado) S = 1/sqrt(2)* [-1 1; 1 1]
det (S) =-
SAS? = 1/sqrt(2)*[-1 1; 1 1]*[3 0; 0 1]*1/(-1)*1/sqrt(2)*[1 -1; -1 -1] = A
SASt = 1/raiz(2)[-1 1; 1 1]*[3 0; 0 1]*1/raiz(2)[-11; 1 1] = A
j) A2 = (SAS1)(SAS!) = (SASISAS!) = (SAINS) = (SAAS?) = SA2SH



