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Capitulo 1

Introducao e Processos Hidrologicos

1.1 Introducio e aplicacdes

A agua ¢ a substancia mais abundante na Terra.
A Hidrologia trata da d4gua nos estados solido, liquido e gasoso.
Aplicagdes de Hidrologia:

« Projeto e operacdo de estruturas hidraulicas.

« Abastecimento de Agua.

 Tratamento e destino de esgotos.

« Irrigacdo.

+ Drenagem.

+ Geracao de energia hidrelétrica.

 Controle de cheias.

« Navegacio fluvial.

+ Controle de erosao.

« Estabilidade de encostas.

« Controle de salinizacao de solos.

+ Controle de poluicao hidrica.

 Usos recreativos.

« Protecao da fauna e da flora.
Uma definicio mais precisa

Hidrologia é o estudo do ciclo hidrolégico nas areas continen-
tais.

Tanto a variabilidade natural quanto as atividades humanas afetam os
diversos fluxos do ciclo hidrolégico e a qualidade da agua.

Praticamente todas as atividades humanas impactam o ambiente, e o
ciclo hidrolégico, direta ou indiretamente. Exemplos:



Figura 1.1: O ciclo hidrolégico (adaptado de Chow et al. (1988)).

« Agricultura em geral:

- Aragem do solo.
- Irrigacdo.

— Adubacio.
« Desmatamento.
« Exploragao de aguas superficiais.
+ Exploracdo de aguas subterraneas.
« Construgéo de represas.

« Lancamento de esgoto in natura ou tratado em rios, lagos e no oce-
ano.

« Urbanizacao.

O ciclo hidrologico merece a figura 1.1 de Chow et al. (1988).

Aqui aparece pela primeira vez o termo Runoff que as vezes é sin6-
nimo de overland flow (escoamento superficial) e as vezes é sinonimo de
streamflow (vazdo em uma secao de rio).

Meu conselho: evite runoff; diga com outras palavras e use outros
simbolos. De todo modo, runoff significa o escoamento para fora de al-
gum compartimento (uma gleba de solo no caso de uma visao mais local
e “agrondmica”, ou a bacia como um todo no caso de uma visdo “hidrolé-
gica”).

Note também, na figura 1.2, a distinc¢éo entre lecol (e poco) freatico e
artesiano.

Como podemos ver na figura 1.1, sdo elementos do ciclo hidrologico
nos continentes:

« Precipitagdo (chuva + neve + granizo)



Pogo Freatico

Pogo Artesiano

Figura 1.2: Pocos freatico e artesiano.

Tabela 1.1: Distribui¢do da 4gua no planeta.

Regiao Quantidade (%)
Oceanos 96.5

Agua subterranea 0.73 (doce)
Agua subterranea 0.96 (salgada)
Umidade do solo 0.0012

Calotas polares 1.7

Lagos
Lagos
Pantanos
Rios

Seres vivos
Atmosfera

0.007 (doce)
0.006 (salgada)
0.0008

0.0002

0.0001

0.001

« Evapotranspiracao:

- Evaporacao

— Evapotranspiracdo

« Infiltracao

« Escoamento superficial (overland flow)

+ Escoamento subsuperficial

+ Escoamento subterraneo Os trés elementos podem contribuir para
a formacdo da vazdo na secio exutoria de uma bacia hidrografica.

As quantidades de agua nas diversas regides do planeta estao mostra-

das na tabela 1.1

1.2 Estimativasde P,Q e E

Algumas vezes, P, E e Q sdo denominados fases do ciclo hidrologico.
Considere o balanco hidrico de uma bacia hidrografica,

E-0Q,



e integre:

/”ﬁdt—/ Pdt—/ Edt—/ 0d;
(P) = [Pdt

Sp =S =[(P) = (E) - (Q)] At,

Sp=35i _
A [(P) - (E) — (Q)] At.

Agora, se At é muito grande, e se S(t) é estacionario,

. S¢=S
lim

At— o0

i

=0 = (P) =(E) +(Q).
Muitas vezes encontra-se isso escrito simplesmente como
P=E+Q.

Portanto, cuidado com a notacdo: o significado das variaveis vai depen-
der do contexto, e vocé deve ser capaz de compreender esse significado
justamente pelo contexto.

Além disso, existem varias dimensoes possiveis para P, E, e Q. Em
principio, devemos ter

[P] = [E] = [Q] =ML T

(um fluxo de massa por unidade de area em um ponto especifico da bacia
hidrografica) ou
[P] = [E] = [Q] =MT""
(um fluxo de massa sobre toda a superficie horizontal da bacia).
Por exemplo, no SI suponha P inicialmente em kgs™! (indicando um
fluxo de massa sobre toda a area da bacia). Se p é a densidade da agua e
se a supusermos constante,

-1

kgs

K 3 = Pemm’s .
gm-

Se dividirmos agora pela area superficial sobre a qual o fluxo ocorre,

m’s7! 1
= Pemms

m2
Alternativamente, encontra-se P em mm dia~!, mm més~!, mm ano~'.
Algumas vezes, reporta-se a integral

Ir P(t)
—=dt
/ti pA

Em resumo, as dimensdes e as unidades e o significado dos simbolos
dependem do contexto, e vocé deve estar atento a elas.

€Im m ou €1 1mimn.



Finalmente, P, E e Q sdo fluxos entre “compartimentos” (volumes de
controle). Por exemplo, P e E sao fluxos entre a atmosfera e as superficies
continentais, Q é um fluxo através de uma sec¢éo de rio, etc..

Para entender a relacédo entre os fluxos e 0 armazenamento entre e em
diversos compartimentos, é preciso ter uma solida base em Mecanica dos
Fluidos e em Matematica (Analise, Métodos Numéricos, Estatistica, ...).

Em resumo, a Hidrologia é uma ciéncia multidisciplinar e que engloba
desde aspectos muito teodricos até outros muito aplicados.

Tempo de residéncia Considere um balanco de massa simples e em
seguida regime permanente:

dm

EZFI'_FO,

dm

E:O = Fi=F =F.

O tempo de residéncia do compartimento cuja massa é M é

Quais sao as dimensoes de F?

1.3 O conceito de sistemas — ou escalas!

Classificacio de modelos O problema de “classificar” um modelo é
enorme, porque em geral a classificagdo “néo fecha”, e um mesmo modelo
acaba recebendo duas ou mais classifica¢des. De todo modo, as categorias
mais comuns sio:

« Modelos fisicos X empiricos.
« Modelos concentrados X distribuidos.
« Modelos deterministicos X estocasticos.

Algumas vezes é facil “classificar” um modelo, e outras ndo. Considere
Q=ciA ou Q=cP,

que é a “formula racional”. Ela é racional porque Q e iA, ou Q e P, tém
as mesmas dimensdes fisicas (i, em mmh™! ou mmdia~! é a intensidade
de precipitagdo. A distingdo entre i e P é cinzenta. Historicamente, P era
reservado para “altura acumulada de chuva”, em mm).

A férmula racional é “empirica”, e ¢ tem que ser descoberto, adivi-
nhado, ou calibrado, para cada bacia. Por outro lado, a Equacao de Saint-
Vennant,

a_u+va_v+ %—S—S
ot " ox "9gx 0P

é um model “fisico” porque se baseia no principio de conservacéo de quan-
tidade de movimento. Ainda assim, Sy depende de uma relag¢do empirica
ou semi-empirica (em geral, a formula de Manning).



Modelos concentrados em geral fazem um balanco sobre todo um vo-
lume de controle. Por exemplo,

ds
5 = -0,
O(t) = a$?,

s
L st =10,
a e =10

Classifique a equacdo diferencial acima.

Muitas vezes, o modelo concentrado é alimentado por uma equagao
empirica ou semi-empirica do tipo O = aS?, etc..

Modelos distribuidos sdo muitas vezes implementados em grades 1D,
2D ou 3D. A resolugao do modelo é o tamanho da grade.

Mesmo em um modelo distribuido com base fortemente fisica, entre-
tanto, o que acontece em escalas abaixo da escala da grade [digamos, Ax]
precisa ainda ser parametrizado. A parametrizacio:

« Em geral depende da escala da grade Ax.

+ Envolve algum nivel de empirismo.

A

-b---F-=--F-—--F---fF - --—=pf-=-=-pF--

A | Escala de grade

Por exemplo, a equacéo constitutiva para um fluido Newtoniano,

Ti' = _Paij + ASkk&'j + 2}18,‘],

_ 1 Gui + 8uj
5= 2 an Oxl- ’

expressa as tensdes T;; em um continuum em termos da pressdo termodi-
namica p, da taxa de deformacéo s, e de dois coeficientes de viscosidade,
1 e A, que parametrizam o efeito das interacdes moleculares na escala do
continuo (a microescala de Kolmogorov).

Um modelo estocastico abre méao da fisica e de parametrizagdes fisi-
cas para estimar probabilidades de ocorréncia. Um exemplo extremo é o
modelo de Gumbel para a vazao x7 com periodo de retorno T:

yT:_ln[ln(Til)]’

XT = u+ ayr,




onde u e a sdo os parametros da distribui¢io Gumbel.

O argumento altamente sensato de Brutsaert (1986, 1998) é que faz
mais sentido identificar as escalas que estdo sendo resolvidas explicita-
mente e aquelas cujo resulado agregado precisa ser parametrizado. A par-
tir dai, nés procuramos identificar quais sdo as parametrizacoes de sub-
grade necessarias (ou explicitar sua utilizacéo).

1.4 Historia

Chow et al. (1988) fazem um bom resumo do desenvolvimento histérico
da hidrologia. O conceito de ciclo hidrolégico comecou a ser compreen-
dido qualitativamente ja na antiguidade. No entanto, somente na Idade
Moderna medi¢oes comecaram o dificil processo de quantificar seus com-
ponentes e demonstrar experimentalmente a sua validade.

Outro ponto importante é que a Mecanica dos Fluidos s6 comecou a
produzir resultados tteis em Engenharia a partir de meados do século XIX
(Darrigol, 2005). Com isso, a Hidrologia tem se desenvolvido a reboque
dos avancos cientificos em Mecéanica dos Fluidos.

Até hoje, Hidraulica e Hidrologia carregam a tradi¢do em empirismo
(na acepcdo de tentativas ndo-informadas, ou mal-informadas, pela cién-
cia) e solucdes ad-hoc e s6 lentamente tém evoluido na direcdo de solugdes
de Engenharia com fundamentos racionais nas ciéncias exatas e da natu-
reza.

10



Capitulo 2

As leis de conservacao e as bases de Me-
canica dos Fluidos da Hidrologia

2.1 O Teorema do Transporte de Reynolds

Propriedades extensivas = valem para um corpo como um todo (in bulk).
Propriedades intensivas = valem cada ponto do continuo.
Elas vém aos pares, sendo definidas por

N = / npdv,
4
onde
N E a propriedade extensiva, valida para o corpo que ocupa a regiio

% (as vezes diremos: para o corpo ¢, ou para a regido material €.
p E a massa especifica ou densidade do fluido.
n E a propriedade intensiva (por unidade de massa) associada.

O Teorema do Transporte de Reynolds talvez seja mais importante do
que sua dedugio; portanto, vamos enuncia-lo primeiro:

DN 0
o E[gnpdV+j€ﬁnp(n-v)dA.

A utilidade do Teorema do Transporte de Reynolds vem do fato de
que:
a) % ¢ a derivada material.

b % ¢ a taxa de variacdo da grandeza N pertinente ao corpo %.

Leis da fisica

Massa
DM 0 _
Dt 7=
Momentum
DP aq .
Br = F, n=uo, (2% lei de Newton)

11



Energia
D% + &) . ) v?
— =W +0, n=—+u.
Dt 2
onde % ¢é a energia interna do corpo, e &; é a sua ener-
gia cinética.
Isso permite matematizar as leis de conservagdo para um meio conti-
nuo.

Uma dedug¢io muito basica do teorema é a seguinte:

DN . N(t+At)— N()
= lim

Dt A0 At

N(t) = / npdv,
I+II

N(t + At) = / npdv.
T+

Portanto temos

DN . 1
D_t:AI}EM—t{UH’?PdV (t+At)—[/andV (t) + LlnpdV (t+At)—[/IrypdV] (t)}.

As integrais sobre II(¢+At) e II(t) formam uma derivada parcial em relagio
ao tempo usual:

[/H rypdV] (t + At) — [/H r;pdV] 0 / npdV.
A

li -2
A}glo At ot

Vamos olhar agora para a regiao I:

12



Em toda a fronteira de I com o exterior, (n - v) < 0. Além disso, para At
“pequeno”, £ = |v|At é pequeno. O volume de I é aproximadamente dado
por

Vi=— [ (n-v)AtdA =
8%

- [/IlypdV] (t) = [/5”1 n(n-v)dA] At,

e portanto
N; = [/ ry(n-v)dA] At,
A
ou
— [/quV] (t) =+ / iy(n-v)dA] At.
I 55
Analogamente,

(t+At) =+

+ / npdv
i

Note que a superficie . é formada por

/ n(n-v) dA] At.
“m

A onde (n-v) < 0;
S onde (n-v) > 0;
S onde(n-v)=0.

Logo,

. 1
AI;QOE{MIUNV (t+At)—[/If7pdV] (t)}=}£ﬂnp(n-v)dA,

e isso conclui o Teorema do Transporte de Reynolds:

DN 0
Dr 8t/quV+jinp(n-v)dA-

2.2 A equacao da continuidade

Para a massa M de um corpo,

n=1,
DM _ ..
Dt
logo,
0=5 [ pav+§ pin-vjan
:(92/ jg(n [pv]) dA.



A equagio da continuidade é a melhor forma de introduzir o Teorema da
Divergéncia para a obtencao das equacdes diferenciais de Mecanica dos

Fluidos:
$ m-paa= [ pav.
5 4
onde o o of
_ Jx  ZJy | Yz
v f_6x+8y+6z’

para o campo vetorial f = (fx, fy, fz). Logo

OzifpdV+/V-[pv]dV;
ot Jo @

0
0= [ |%
3

—+V. [pv]] dv.
A equagao acima tem que ser valida para uma regido material € arbitraria;

ot
logo,

dp
0=—+V.
i [pv]

2.3 As equacdes de Mecanica dos Fluidos

Nas microescalas de Kolmogorov

0
r.iv. =0
Tl [pv] =0,
@+v V¢ = DVéc
ot
ov 2
pla; T2 Vo | =pg+ V (p+ A+ p)V-0)+pViu
ou 2
pl—+v-Vu :pcpaVT—P(V'v)+ o
ot —

Dissip visc

As equacoes promediadas de Reynolds

(Para uma densidade p, de referéncia, e escoamento solenoidal (V-v = 0.))
Médias “de conjunto” (ou sobre um grande numero de realizacdes k

do escoamento):
N
a= Z a(k).
k=1

Essa ideia vai voltar muitas vezes neste curso, quando nés discutirmos
métodos estatisticos e Hidrologia Estocastica.
A decomposicao de Reynolds:

a(x,t;k) = a(x,t) + d'(x, t; k).

As médias de Reynolds sdo deterministicas; as flutuagdes sdo (modeladas
como) aleatoérias.

14



As equacdes promediadas de Reynolds (RANS: Reynolds-averaged Navier-
Stokes equations:

<

‘v =0,
dc _ __ _
— +v-Vec+ V. [o¢] =DV,
ot N .
Vet Reynolds
v _ __ — 1
—+0:-Vo+ V:.[vv] =g-—
at S——— Po
Tensor Reynolds

Vp + vVio

Para a temperatura, o termo p(V - v) em geral ndo pode ser desprezado!!!
Em muitos casos, usamos (com muitas aproximacdes) uma equacio ana-
loga a de difusdo-adveccao:

T _ _= — - _
PoCp E+’U'VT+V'[’U'T'] zpcpaV2T+<I>

A maioria (mas néao todos) dos escoamentos de nosso interesse em Hi-
drologia sao turbulentos. Uma excecao sdo alguns escoamentos no solo.
Uma caracteristica importante das equagdes “de ordem 1” de Reynolds,
que listamos acima, é que os termos difusivos e de dissipacio sdo peque-
nos em relagio aos demais em cada equacéo, respectivamente:

DVZ?c, vV, pcpavzi ®.

Por exemplo, L
DVt < V- [v'¢].

Isso ndo significa que os efeitos moleculares podem ser simplesmente
esquecidos, porque eles se revelam importantes nas equagdes de Reynolds
de ordem 2. A equacdo para a energia cinética da turbuléncia (ECT, ou
TKE em Inglés) foi obtida originalmente pelo proprio Reynolds (Reynolds,
1895):

=1 i=1 j=1
B P

3 P 3 3 3 3
- — Vip + viviv,—2v > ulsl.| —2v si.s!
Ox Po ]p il ivij ijvij

j=1 J i=1 i=1 i=1 j=1
N————

e=®/pg

Em condig¢des de “equilibrio”,
De
— ~0=~P+B-e¢.
Dt

15



A “difusividade turbulenta” é uma analogia ruim:

(9T
= —pCc,ot—
9z PCp 9z
S— oT
T = —Kp—
W T@z

Aqui, [K7] = [e] = L>T~". Ao contrario da difusividade molecular para
o calor, «, a difusividade turbulenta Kt depende do escoamento. Modelos
universais para a previsido de divusividades turbulentas sdo muito mais
a excecao do que a regra. Nao ha consenso de que essa abordagem um
dia possa “resolver” o problema da turbuléncia (mesmo indo para ordens
superiores a 2); na verdade, provavelmente a maioria dos pesquisadores
hoje em dia pensa que isso ndo é possivel.

No entanto, na falta de coisa melhor, a abordagem ¢é muitas vezes ttil
em Engenharia, e nés a encontraremos (ou variacdes sobre o tema) muitas
vezes neste curso.

2.4 Aplicacoes em Hidrologia
O balanco hidrico de uma bacia hidrografica

Faca ¢ = bacia hidrografica até a camada impermeavel e até os divisores
de 4gua, e um pouco acima da superficie da bacia.

Nossa hipotese sera de que s6 existe fluxo de massa:
« através da superficie superior,
« na secdo exutodria da bacia.

Note que isso nem sempre sera verdade!
O fluxo de 4gua liquida através da superficie superior é

Mp:/ pw(n-v)dA = p, (n-v)dA<oO.
yA =5ﬂA

As unidades de Mp sdo
m3
{IMPI} = — >< — = kgs_l.

16



Nesta secdo vamos definir tudo em termos de fluxos especificos (por
unidade de area horizontal):

Mp:/ pw(n+v)dA=-PA <0,

ZA

ME:/ pu(n-v)dA = EA > 0,
N

MQ:/ pw(n-v)dA= QA > 0.
o

Estritamente falando, estamos desprezando a difusdo molecular e “fa-
zendo as contas” alguns metros acima da superficie da bacia hidrografica
sobre uma superficie horizontal plana .4 cuja area é A. Acima, p,, é a
massa especifica da agua liguida. Na integral de M, p,, é a massa especi-
fica do vapor d’agua. Note também que a ultima integral acima é sobre a
secdo do rio .7, cuja area Ap é muito menor do que a area horizontal A
da bacia. Mesmo assim, n6s estamos definindo (nesta se¢do) Q como uma
vazdo massica especifica, por unidade de area horizontal da bacia.

Dentro de € (= bacia hidrografica) a agua é armazenada dentro de
plantas e animais, na regido vadosa (zona nao-saturada do solo) e na re-
gido saturada do solo (adgua subterranea). Nos vamos desprezar o arma-
zenamento em plantas e animais.

Até agora,

jlf p(n-v)dA=[-P+E+Q]A
57
restando o termo transiente

0
— dv
ot gg)p

que contabiliza a agua no solo.

Regido nao-saturax

Regido saturada
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Agora,
M = M; + M, :/pdV.
A

Defina
M = SA,
M = SA,
M, = S,A;
entao,
0 0
— dV = —[M, + M,
ot ), PV = gp M5+ Ml
= g [(Ss + Sp)A]
- 01’ S n
0
= —|AS
at[ ]
8
T de

A equagio de balango é

Ozg/pdV+‘7§ p(n-v)dA
ot & R
ds

0=A—+A[-P+E+Q];

dt
4B _p_E-0
dt ’

como ja vimos anteriormente. Lembre-se:

{P} = {El = {Q} = kgm™s7};
1Sk =kgm™.

Na pratica, quando chove P > E, e quando nio chove E > P (pelo
menos enquanto a bacia nao fica muito seca), mas a equagio de balanco
hidrico em geral envolve uma média temporal, de forma que na média
ambos os termos sio importantes. De fato,se P, E e Q sao valores instan-
taneos para a bacia como um todo,

ds
—~— —P—-E-
dt Q.

t+At ds t+At
/ d—dT:/ [P-E - Q] dr.
t T t

18



Defina

t+At
(P) = é/ P(r)dr =

t+At
/ P(r)dr = (P) At,

t+At
/ E(r)dr = (E) At,

t+At

Q(r)dr = (Q) At,

t

de tal maneira que (P) significa a média temporal de P ao longo de At.
Fazendo o mesmo para E e Q,

t+At
[ Sdar=1p- @ - ia
t T

Usando o Teorema Fundamental do Calculo,

t+At ds t+At
/ —dr:/ dS = S(t + At) - S(t); =
t dr t

S(t + At) — S(t)
At

= (P) —(E) —(Q).
Note que (P) e (Q) sdo medidos(estimados) com razoavel facilidade e acu-
racia. Porém, a medi¢do(estimacio) de S,, S5 e E é muito dificil.

2.5 Balancos de massa, quantidade de movimento e
energia em um trecho de rio em escoamento uni-
forme e permanente

Algumas definicoes:

Largura
A Area molhada

Perimetro molhado

y Profundidade do escoamento
h Profundidade média do escoamento
R Raio hidraulico
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Temos:

Muitas vezes B > h, e a secdo é assimilada a um retangulo de dimensoes
B X h.
Em escoamento uniforme, a linha d’agua é paralela a linha do fundo.

A equacao debalanco de massa agoraresume-se a (para p,, = constante)
Q =vcosbA

Atencao! Q mudou de significado, e agora é uma vazao volumétrica!
Parta do Teor. Transp. Reynolds e chegue em Q = v cos 0A

A equacao de balanco de quantidade de movimento ¢

FC§+F5§:%'ngpdV+‘7§yv§p(n-v)dA

O escoamento é permanente:

0
FS§+FC§:§ = gpdV +j]€ﬁvw(n-v)dA

O escoamento é uniforme e as velocidades sdo iguais nas se¢des de entrada
e saida do trecho (o0 que muda?)

Fc§+FS§: [9: “v)dA

(pgAL) sen 0 — tpPAE + / pcos(f)dA - pcos(0)dA =0,
y] %I

(pgAL) sen 8 — 7yPAE = 0,

20



Existe portanto um equilibrio entre o peso e o atrito do fundo sobre a 4gua
no trecho.

L = A& cos 6;
0~0=cosf~1; senf ~ tgb,
pgANE cos O sen O = 1oPAE,
pgAAEtg 0 = 1oPAL,

A
gt =
P p
tg9 = S()
7o = pgRS,
T0/p = V2
gRSy = v}
RS
1=920
v?
2
) v
v = (—) gRSy
U= g gRS,,
Uk

v = Cy/gRSy (Equagao de Chézy)

Atencdo para as simplificagdes! Isso foi obtido para uma velocidade v
relativamente mal especificada (n6s multiplicamos os dois lados da equa-
cdo por v?!), e supostamente igual a velocidade média na segéo.

Note que se a area da secdo for medida na vertical, a afirmativa de
Chow et al. (1988, p. 33),

The weight of fluid in the control volume is yAL (L é o nosso

&)

esta estritamente errada, mas para angulos pequenos, como vimos acima,
o resultado final é na pratica o mesmo.

A equacao de balanco de energia ¢

W+Q:%/(gepdV+jI§yep(n-v)dA,
v? |

e=u+—.
2

Passo a passo:

w=/%p<g-v>dv+y§y<t-v>dA;
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Primeiramente, a integral de volume:

/p(g-v)dV:/pgvsenedV
€ €

:pgvsenG/ dv
4

= pgv sen OLBh.
mas

senf = tgl = S,

Ltan6 = Az,
Bh=A,
VA=0Q, =

/ p(g-0)dV = pgOA-.
@

Em seguida, a integral de superficie:

t~-pn =

}{ (t-v)dA = ‘7{ (—pn - v)dA.
5 7
Mas (n - v) # 0 apenas ao longo das superficies I e II:
‘7{ (—pn-v)dA = ﬁ—pn-v)M+ (—pn - v)dA.
S I 1
Ao longo da superficie I (fazendo z = 0 no fundo),

(n-v)=-vcosb;

p(2) = Patm + pg(h = 2).
Ao longo da superficie II (fazendo z = 0 no fundo),

(n-v)=+vcosb;
P(Z) = Patm t+ pg(h - Z)-

Portanto,

h
ﬁ—pn -v)dA = / +v c08 0 [parm + pg(h — z)]| Bdz
I z=0

1
= +vcosf lpathh + Eprhz] ;

h
/(—pn cv)dA = / —0 €08 O [patm + pg(h — z)] Bdz
I z=0

1
= —vcosb [pathh + Eprhz] .
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Logo,
‘7{ (—pn-v)dA=0.
54

W = pgQAz.

Juntando tudo até agora,

A equacio de balango de energia fica:

0
. 0
ngAz+Q=/—M +%ep(n-v)dA.
IJ¢ 5%

Suponha agora, por simplicidade, que as energias internas especificas sdo
uniformes em cada uma das secdes I e II. Temos

ji}ep(n-v)dA:/I(ul+%2)p(—vc059)dA

2
+ / (llz + U—) p(+v cos6)dA
1l 2
’()2 '()2
= —pvcos b (u1 + ?) Bh + pvcos 6 (uz + ?) Bh
= pv cos OBh(uy — 1)
= pQ(uz — ).

E importante explicar fisicamente que Q < 0. Para explicitar isso,
facamos

pgQAz —|Q| = pQ(uz — uy).

Mas a perda de carga é por defini¢do a energia mecanica (em unidades de
comprimento) convertida em interna e (também) exportada para fora de
¢ como fluxo de calor:

pgQhy = |Q| + pQ(uz — 1)

Portanto,
h f = Az.

Em resumo, quando o escoamento é permanente, a variagdo do nivel
d’agua é igual a perda de carga.
2.6 Métodos racionais para o calculo da perda de carga

O perfil log

Um dos maiores desafios em Mecanica dos Fluidos foi o desenvolvimento
de métodos racionais para o calculo da perda de carga em escoamentos
turbulentos. A histéria da Mecanica dos Fluidos vale um ou mais livros a
parte: veja por exemplo Darrigol (2005). No caso de escoamentos lamina-
res, relacoes entre velocidade média na secédo e perda de carga podem ser
obtidas diretamente a partir de solu¢des das equacdes de Navier-Stokes.
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Por exemplo, para um escoamento sob pressdo em um duto retangular
de largura infinita e altura 24, o perfil de velocidade é parabdlico, e dado
por

u(z) = gﬁz (26 — 2),
2v
onde g é a aceleracdo da gravidade, v é a viscosidade cinematica, e z = 0
na parede inferior, e

1 dp
Sp=-——
pg dx

¢ a perda de carga unitaria, calculada em funcdo do gradiente de pressao
na tubulacdo. A integracdo da equacéo acima entre z = 0 e z = 26 produz
a relacdo para a perda de carga:

2h

v= o » u(z)dz

B N

3v
_ms_zmz_ -1
= el =ms
29S¢ 8’
q=20v = 91 .

3v

A importancia dessa equacgdo é enorme: se quisermos projetar uma tubu-
lacdo para a vazao g (por unidade de largura), podemos resolver a equagao
para Sy, e consequentemente calcular a pressdo necessaria na tubulagéo
para produzir a vazao desejada.

Em escoamentos turbulentos, ndo é possivel deduzir analticamente
uma equacio para o perfil de velocidade na se¢do, mas uma série de argu-
mentos relativamente sofisticados e parcialmente baseados nas equacoes
de conservacao leva ao perfil log de velocidade de von Karman (Tennekes
e Lumley, 1972; Pope, 2000):

Vs z
u(z) = —1In (—) ,
K 20
onde z, é a rugosidade para a quantidade de movimento, e k = 0.4 é a

constante de von Karman. Note que nos ja encontramos a velocidade de
atrito v, antes; em um canal,

Ve = \/gRSf,

onde S7 ¢ a perda de carga. Em escoamento permanente e uniforme, nés
sabemos que Sy = h¢/L = Sy, onde Sy ¢ a declividade do fundo.

Uma abordagem racional agora pode ser obtida, facilmente, para rela-
cionar a vazao média no canal com a perda de carga. A velocidade média
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na secao é

v =

/2:0 ~n (zio) dz
/on ~n (Zio) dz
e el) )]

Essa equacdo ja basta, mas para vermos as coisas com mais clareza, con-
sidere o seguinte: em uma secéo retangular bem larga, o raio hidraulico é
praticamente igual a altura do escoamento:

S =

N
2

S =

=&
=&

Facamos agora
Vy = 1/gth,
\/ghS
v = Tf [ﬁ+(ln(£)—l)].
K h 20

como h = R, isso pode ser escrito também em termos de R:

5 of2) ]

20

v =

R

K

Incidentalmente, isso mostra que o coeficiente de Chézy néo € constante,

mas sim
1 20 R
C=—|—=+[In|—]|-1]].
kK| R 20

Agora, dada a geometria da secdo e a perda de carga unitaria Sy (igual
a Sy para escoamento permanente e uniforme), podemos calcular a velo-
cidade média, e vice-versa: dada uma certa geometria e uma velocidade
média desejada (no caso de projeto de canais artificiais, ou de intervencdes
de Engenharia em canais naturais), podemos determinar a declividade S,
necessaria.

Note que a equagdo obtida é dimensionalmente consistente:

[o] = LT,
[{\/gR—sfﬂ - [[[LT_ZU]I/Z]] LT,
[x] =1,

-
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Além disso, a funcdo log possui argumento adimensional, como dita o
Teorema de Buckingham (Buckingham, 1914).

Observe que para que o calculo seja realizado, é preciso conhecer a
rugosidade zy do “fundo”. Além disso, se a incégnita do problema for R
(ou h), ou Sy, a solucdo precisara ser numérica. Métodos para a obtengéo
de raizes de equacdes que nao possuem solugao algébrica sdo bem conhe-
cidos (método da bissecciao, método de Newton-Raphson, etc.) e podem
ser facilmente implementados.

2.6.1 A formula de Manning

Por motivos historicos, as equacdes da sub-secdo acima nao sdo normal-
mente utilizadas para o calculo de perdas de carga em canais e rios. Histo-
ricamente, o perfil log s6 surgiu no século XX, com os estudos de Ludwig
Prandtl e Theodor von Karman sobre camadas-limite turbulentas. Esses
estudos foram em seguida sistematizados para o calculo de perdas de carga
em tubulagdes por Colebrook (1939) e Moody (1944).

Antes disso, entretanto, o engenheiro irlandés R. Manning propds uma
formula empirica para relacionar v e Sy em canais (Manning, 1891):

v = LR23g12
n b

que em geral é denominada “Equa¢do de Manning”. A formula entretanto
ja tinha sido obtida anteriormente por Gauckler (1867). Na formula acima,
n é um coeficiente que deve ser obtido experimentalmente para canais
com diversos tipos de revestimento. Por exemplo, Chow (1959) apresenta
extensas tabelas para n em seu capitulo 5.

Um problema imediato com a equagao de Gauckler-Manning é que ela
aparenta ser dimensionalmente inconsistente. Do lado esquerdo,

[o] =LT,
enquanto que do lado direito,
[[ RZ/SH — 123
Para que a equacdo seja dimensionalmente consistente, é necessario que
[n] = L7'3T,

mas o significado fisico que deve ser atribuido a um n com tais dimensdes
fisicas esta longe de ser 6bvio.

Provavelmente, o primeiro pesquisador que propds uma abordagem
racional, ou uma “deducdo”, da equacdo de Manning, foi Keulegan (1938).
O assunto continou a atrair interesse, entretanto, como por exemplo no
trabalho de Chen (1991), e mais recentemente de Gioia e Bombardelli
(2002). Aqui, nés vamos seguir mais de perto a deducdo (se é que esse
¢ um bom termo) de Chen.

A deducdo baseia-se em substituir (ou aproximar) o perfil log por um

perfil poténcia,
u(z) ( z )m
=al|l— R
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e em seguida calcular a velocidade média na secéo:

h
v:% i u(z)dz
h m
Vs z
= — —] d
- | () :

m
av, (h
m+1\zp
E importante observar que esse resultado pressupde que a distribuicio
de velocidades é uniforme na direcao transversal. Isso ndo é estritamente
verdadeiro, e estamos fazendo uma simplificacdo apenas para captar a

esséncia da relacdo da equacdo de Gauckler-Manning com o perfil log e a
rugosidade zy do fundo do canal. Note que agora tudo ficou muito simples:

v« = \/gRSy,

h ~ R,

(para uma secdo em que B > h), de forma que, substituindo h por R,
obtemos

o= () farsy]

m+1\z

agl/z m+1/2q1/2
—F R S/e
(m+ 1)z f

Se nds compararmos essa equacgio com a equacio de Gauckler-Manning,
devemos ter m = 1/6, donde

o= 6agl/2 R213g1/2.
72(1)/6 f
——
1/n

Note que o coeficiente de Manning agora pode ser expresso em termos de
grandezas fisicas e numeros adimensionais:

1 _ 6ag'/?

o 1/6°
n 7z0/

de forma que
-1
In] = | (LT "L
_ [L1/2—1/6T—1]_1
EEESVEES

o que concorda com as dimensdes de n extraidas diretamente da equacéo
de Gauckler-Manning,.
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2.7 Escoamentos em meios porosos: lei de Darcy

Em um tubo circular horizontal em escoamento laminar, a velocidade é
proporcional a perda de carga:

_(9P?
U= (321/)5]('

h(z) d dt T
& = p9g = pgSy -

Uma relacao semelhante existe para o escoamento através dos micro-
canais que existem na matriz do solo; ela é a lei de Darcy:

N qx:_k%

~Q  dh
GC=q T
onde )
h(x) =z + p + &
29
é a carga hidraulica total. O ultimo termo acima em geral é considerado
desprezivel.

Nota: cuidado com a “termodindmica” de Chow et al. (1988), porque
ela ndo é muito boa: ha muitas imprecisdes. Por exemplo, a equacio

(2.7.5),
du = ¢,dT

esta errada!
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2.8 O balanco de radiacao na superficie

A superficie da Terra recebe dois tipos de radiacéo:

Radiacdo de onda curta , na faixa 0.2-3.0 pm, emitida pelo sol, e trans-
mitida através da atmosfera. Uma parte chega direta-

mente da direcdo aparente do sol (radiagao solar direta)
e outra chega ap6s multiplas revlexdes (radiacdo solar

difusa).

Radiacdo de onda longa , emitida pela propria atmosfera (gotas de agua,
vapor d’agua, gases de efeito estufa, etc.) na faixa 3.0-
100.0 pm.

O balanco de energia na superficie pode ser melhor entendido a partir
da figura a seguir:

aRg (1 — G)Ra

Lo

R, =Ry(1—a)+€eR, —R,,
R, = eaTg,

R,=H+LE+G.

Os significados dos simbolos acima sao os seguintes:

R, Irradiancia liquida (W m™2)

R; Irradiancia solar incidente (W m™2)

R, Irradidncia atmosférica incidente (W m™2)
R.  Irradiancia emitida (W m™2)

H Fluxo de calor sensivel (W m™2)

LE  Fluxo de calor latente (W m™2)
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E Fluxo de massa de vapor d’agua (kgm™2s7!)

L Calor latente de evaporacio (ou vaporizacio) (Jkg™?)
G Fluxo de calor no solo (W m™2)
To Temperatura da superficie (K)

a Albedo da superficie (1)

€ Emissividade/absortividade da superficie (1)

o é a constante de Stefan-Boltzmann: o = 5.670374419x10 8 Wm™2 K%,

Note que nas equacdes acima {{E[} = kgm 2s7!; {L}} = Jkg™! e que

portanto

{LE} = Jkg'kgm 257!

= ]m_z st=Wm™?.

2.9 Hidrologia computacional

Atualmente, muitos dos “métodos” desenvolvidos historicamente para hi-
drologia estdo se tornando, ou se tornaram, obsoletos, com o advento de
amplos recursos computacionais, com a expansao das redes de monitora-
mento, com o surgimento de sistemas de informacéo geografica, e com o
advento do grandes bases de dados de reanalise e de sensoriamento re-

moto.

Algumas bases globais sdo extremamente uteis, e devem ser citadas

explicitamente:

SRTM  (Shuttle Radar Topograpphy Mission) Vejahttps://www2. jpl.
nasa.gov/srtm/. Dados de topografia com resolucgao de 30 m,

para todo o planeta.

MODIS Um grande nimero de produtos de sensoriamento remoto (sa-
télite) (Ver tabelas a seguir)

CSFV2  (Dados de reanalise). Ver https://rda.ucar.edu/. Dados em

format NETCDF.

Enderecos de obtengao de produtos MODIS uteis para estimativas
espacializadas de evaporagio

Variavel Endereco

ro https://modis.gsfc.
To, €o https://modis.gsfc.
NDVI https://modis.gsfc.
E https://modis.gsfc.

nasa
nasa
nasa
nasa

.gov/data/dataprod/mod09. php
.gov/data/dataprod/mod11.php
.gov/data/dataprod/mod13.php
.gov/data/dataprod/mod16.php
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Frequéncia e resolu¢io de produtos disponiveis

Variavel Frequéncia Resolucgdo espacial

ro 8 dias 250 m
Yo 8 dias 500 m
Yo 1 dia 1 km
Yo 1 dia 250 m
Tor, €o 8 dias 1 km
Tor, €0 1 dia 1 km
NDVI 16 dias 250 m
NDVI 16 dias 500 m
NDVI 16 dias 1 km
E 8 dias 500 m

Nos precisamos, portanto, de capacidade para acessar as bases de da-
dos, recuperar a informacao relevante, entender e traduzir formatos, e
realizar os processamentos necessarios.

Nesta aula, nés vamos aprender alguns conceitos basicos que podem
ser uteis para nos, embora a maior parte do processamento no curso va
ser feito com ferramentas e com formatos relativamente simples.

A escolha de uma linguagem de programacio

No fundo, qualquer uma serve. Use a que vocé dominar melhor. Minha
preferéncia pessoal, principalmente para um curso como o nosso, definiti-
vamente é Python. Todos os meus exemplos neste curso serdo em Python.
Minha sugestdo de instalacdo é miniconda: https://docs.conda.io/
en/latest/miniconda.html.

Formatos binarios, e formatos texto

Num formato binario, os dados sdo gravados como estavam na memoria.
Em geral isso significa que cada 8 bytes = 64 bits (tipicamente) codificam
um numero de ponto flutuante. Em computadores com processadores In-
tel, isso em geral significa o esquema abaixo:

exponent fraction
sign (11 bit) (52 bit)

o o o

63 52 0

A faixa de numeros que podem ser representados em 64 bits com essa
organizacao ¢ a seguinte:
10
A mantissa é um numero inteiro de 52 bits. O expoente é outro nimero

inteiro de 10 bits (mais um bit de sinal). O maior nimero representavel
em modulo dessa forma é

+2°1 x 21023 — 19 024022533073106 X 10°?3,
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mas na pratica o menor e o maior valor representaveis sao
+1.79769 X 10°%.

Além disso (no sentido de +o0) ocorre overflow.
Os numeros mais proximos de 0 representaveis sao

+2.22507 X 107398,

Além disso (no sentido de 0) ocorre underflow.

O comportamento do programa quando ocorre overflow, underflow ou
quando ocorrem operagdes ilicitas (por exemplo, V—1.0 para nimeros “re-
ais”) é indefinido, e depende da linguagem e muitas vezes das op¢des com
que o programa ¢é rodado.

Um ponto importante a ser levado em consideracdo é que o fato de a
representacdo interna ser toda na base 2 leva a erros de arredondamento.
Considere o programa em Python

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -*- coding: iso-8859-1 -*-

x = 0.1

print ('%40.38f"' % x)

sua saida é
0.10000000000000000555111512312578270212

Devido aos erros de arredondamento a se passar da base 10 para a base 2,
0 programa

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -x- coding: iso-8859-1 -*-
x = 0.0
while True

x =x + 0.1

print (x)

if (x == 1.0)

break

pass
ass

ndo para nunca!

Dito isso, vamos fazer alguns exemplos de arquivos binarios. Nosso
primeiro exemplo vai escrever 10 nimeros de ponto flutuante em formato
binario no disco, e depois nds vamos ver o seu “conteido”. O programa é

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -*- coding: iso-8859-1 -*-
fou = open('bbin.dat','wb')
from numpy import arange

aa = arange(0.0,10.0,0.1,float)
aa.tofile (fou)

fou.close ()

print ('%6.4f"' % aal0])

abre um arquivo. wb == write/binary

arange devolve um array com incrementos fixos
cria o array

escreve o array no arquivo fou

fecha o arquivo

H H H R H

A saida agora, se visualizada, é

T@T@TETE@TET@TOTO@<IA><KI99><99><99><99><99><KBI>7<9A><99><99><99><99><99>
<C9>7433333<D3>7<9A><99><99><99><99><99><D9>77@"@ @@~ @"Q@<E0>7433333

KE3>7gfffff <E6>7<9A><99><99><99><99><99><E9>?<CD><CC><KCC><CC><CC><CC>
<EC>77@"Q@"@"Q@"Q@"@<FO0>7<9A><99><99><99><99><99><F1>7433333<F3>7<CD><CC>
<CC><CC><KCC><CC><F4>7gfffff<F6>77Q@ Q@ Q@ Q@ Q@ Q<F8>7<9A><99><99><99><99>
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O 0 N N U R W N =

O 0N N U R W N =

= e
N = O

<99><F9>7433333<FB>7<CD><CC><CC><CC><KCC><KCC><FC>7gfffff<FE>7"Q@"Q@"Q"Q@"Q
“@7@Q@<CD><CC><CC><CC><CC><CC>"Q@Q<IA><99><99><99><99><99>" AQgfffff ~BQ43
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<99><99><99><99><99>@gfffff@433333°K€@~"@"@"@ @~ @"@"L@<CD><CC><CC><CC>
<CC><CC>"LE@<9A><99><99><99><99><99>"Megfffff " N@43333370@"@"@"@"@"@"Q@"P@
gfffff "P@<KCD><CC><CC><CC><CC><CC>"P@333333 Q@<9A><99><99><99><99><99>7Q
@"@"@ @ @ @ @ "ROegfffff "RE<KCD><CC><CC><CC><CC><CC>"RO4333337SQ@<9A><99><99>
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U@<9A><99><99><99><99><99>"U@"@"@"@" @~ @~ @ " Vegfffff " V@<CD><CC><CC><CC><CC>
<CC>"V@433333"W@<9A><99><99><99><99><99>"W@~@"@" @~ @~ @~ @ " XQ@gfffff ~X@<CD>
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"Z0gfffff~Z@<CD><CC><CC><CC><KCC><CC>"ZQ@433333ESCQ@<9A><99><99><99><99><99>
ESC@~@" @~ @@~ @ @ \Q@gfffff ~\@<CD><KCC><CC><CC><CC><CC>"\0@433333"]@<9A><99>
<99><99><99><99>7]0@"@"@ @~ @ @ @ " @gfffff " "@<CD><CC><CC><CC><CC><CC>""@
4333337 _@<9A><99><99><99><99><99>"_@"@"@"@"0@"@~@@333333Qgfffff@<9A><99>
<99><99><99><99>@<CD><CC><CC><KCC><CC><CC>@"@"@"@"@"@~"©@!@333333!@gfffff!
@<9A><99><99><99><99><99>!@<CD><CC><CC><CC><CC><CC>!@"@"@"@"@~@~@"@3333
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Note que o tamanho do arquivo bbin.dat é 800 bytes. Faz sentido, certo?
Por outro lado, nds podemos imprimir os 10 elementos do array aa,
depois que ele foi criado, em um arquivo texto, com o seguinte programa

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -x- coding: iso-8859-1 -*-

fou = open('ttxt.dat','wt') # abre um arquivo. wt == write/text

from numpy import arange # arange devolve um array com incrementos fixos

aa = arange(0.0,10.0,0.1,float) # cria o array

for i in range(0,10): # loop sobre todos os elementos do array
fou.write('%02d,%4.1f\n"' % (i,aal[il])) # escreve cada elemento, pulando linha

pass

fou.close () # fecha o arquivo

cuja saida é

00
01
02
03
04
05
06
o7
08
09
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Finalmente, vamos ler o arquivo texto de volta:

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -x- coding: iso-8859-1 -*-
fin = open('ttxt.dat','rt')
from numpy import zeros
aa = zeros (10, float)
for line in fin:
field = line.split()
i = int(field[0])
aal[i] = float(field[1])
print (field,i,aali])
pass
fin.close ()

abre um arquivo. wt == read/text
zeros devolve um array com zeros
cria o array

loop sobre as *linhasx*

separa os campos

o primeiro campo

o segundo campo

o que lemos?

H H H HHEHHEH

**

fecha o arquivo
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['00', '0.0'] 0 0.0
[ro1', '0.1'] 1 0.1
['02', '0.2']1 2 0.2
['03', '0.3'] 3 0.3
['04', '0.4'] 4 0.4
['05', '0.5'] 5 0.5
['06', '0.6'] 6 0.6
[ro7', '0.7'1 7 0.7
['08', '0.8'] 8 0.8
['09', '0.9']1 9 0.9

Tendo feito uma rapida “introducéo” a Python (veja também os capitu-
los sobre Python em meu livro, em: https://nldias.github.io/pdf/
matappa-2ed.pdf), vamos agora fazer um problema do livro-texto.

(Ex. 2.3.2 de Chow et al. (1983))

The precipitation and streamflow for the storm of May 12, 1980, on
Shoal Creek at Northwest Park in Austin, Texas, are shown below. Cal-
culate the time distribution of storage on the watershed assuming that
the initial storage is 0. Compute the total depth of precipitation and the
equivalent depth of streamflow which occurred during the 8-hour period.
How much storage remained in the watershed at the end of the period?
What percent of the precipitation appeared as streamflow during this pe-
riod? What was the maximum storage? Plot the time distribution of in-
cremental precipitation, streamflow, change in storage, and cumulative
storage. The watershed area is 7.03 mi®.

Time (h) 0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5
Incremental Precipitation (in) 0.18 042 021 0.16

Instantaneous Streamflow (cfs) 25 27 38 109 310 655 949 1060

Time (h) 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0
Instantaneous Streamflow (cfs) 968 1030 826 655 466 321 227 175 160

Primeiro, nés preparamos um arquivo texto com os dados:

# Time (h) Precip (in) Streamflow (cfs)
0.0 0.00 25.0
0.5 0.18 27.0
1.0 0.42 38.0
1.5 0.21 109.0
2.0 0.16 310.0
2.5 0.00 655.0
3.0 0.00 949.0
3.5 0.00 1060.0
4.0 0.00 968.0
4.5 0.00 1030.0
5.0 0.00 826.0
5.5 0.00 655.0
6.0 0.00 466.0
6.5 0.00 321.0
7.0 0.00 227.0
7.5 0.00 175.0
8.0 0.00 160.0

Em seguida nos plotamos os dados com Gnuplot
Os dados de entrada sdo plotados por

set encoding iso_8859_1

set terminal epslatex standalone color solid font 'lmr' 12 size 21cm,
set output 'shoaldata.tex'

set xrange [0:8]
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set yrange [0:36]

set ytics 0,3

set y2range [48:0]

set xtics 0,1

set y2tics 0,4,24

set xlabel 'Time,(h)'

set y2label '$P\, (\mathrm{mm\,h~{-1}})$"'
set ylabel '$Q\,,(\mathrm{m~3\,s {-1}})$"'
set boxwidth 1.0 relative

set grid

plot 'shoal.dat' using (column(1)-0.25):(column (2)*25.4%2) axes xl1ly2 \

notitle with boxes fs solid lc rgb 'gray75',\
'shoal.dat' using 1:(column(3)*0.3048%*3) axes x1lyl \
notitle with lines 1t 1 1lw 5 1lc rgb 'blue'

e o grafico resultante é este aqui:
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Time (h)
O programa de processamento de dados esta aqui:
#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -x- coding: iso-8859-1 -*-
fin = open('shoal.dat','rt') # abre um arquivo. wt == read/text
tt = [] # lista vazia de tempos
pp = [1 # lista vazia de precipitagdes
qq = [1 # lista vazia de vazdes
for line in fin: # loop sobre as *linhasx*
if line[0] == '#' # pula o cabegalho
continue
pass
field = line.split () # separa os campos
inst = float(field[0]) # o instante
prec = float(field[1])*25.4 # precip em mm durante o intervalo
vaz = float(field[2])*0.3048%*3 # vaz8o em m3/s no instante
tt.append (inst) # adiciona & lista de tempos
pp . append (prec) # adiciona & lista de precips
qq.append (vaz) # adiciona & lista de vazdes
pass
fin.close () # fecha o arquivo de entrada
n = len(tt) # tamanho das listas
from numpy import array
tt = array(tt) # as listas se tornam arrays

pp = array(pp)
qq = array(qq)

Area = 7.03 * (1609.34)*x%2

print ('Area,=,%8.2f,km2"' % (Area/1.0e6))

ge = (qq/Area)*1000%3600.0 # vaz8o especifica, mm/h
print (pp)

print (qe)
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deltah = 0.5 # dados de 0.5 em 0.5 hora
Se = qe[0] + gel[n-1]
Si = 0.0
for k in range(l,n-1):
Si += qelk]
Vq = Se + 2xSi
Vq *= deltah
Vq /= 2.0
print ('Vqu=y', Vq, 'ymm')

fou = open('shoal.out','wt')
Vp = 0.0
0.0
Vs = 0.0
fou.write('%4.2f,%6.2f,%6.2f,%6.2f,%6.2f\n' % (0.0,0.0,0.0,0.0,0.0))
for k in range(l,n):
dp = pp [k]
dq = (qelk-1]+qgel[k])*deltah/2.0
Vp += dp
Vq += dq
deltas = dp - dq
Vs += deltas
fou.write('%4.2f,%6.2f,%6.2f,%6.2f,%6.2f\n"' % (tt[k],Vp,Vq,Vs,deltas))
pass

fou.close ()

<
Q
[

O script de Gnuplot para os totais acumulados na bacia é

set encoding iso_8859_1

set terminal epslatex standalone color solid font 'lmr' 12 size 21cm, 9cm

set output 'shoalacum.tex'

set xrange [0:8]

set xtics 0,1

set xlabel 'Time,(h)'

set ylabel '$S,\sum P,Q\, (\mathrm{mm})$"

set key at 6.75,20 left

plot 'shoal.out' using 1:2 title '$\sum P$' with lines 1t 1 1lw 5 lc rgb 'red',\
'shoal.out' using 1:3 title '$\sum Q$' with lines 1t 1 1w 5 1lc rgb 'blue',\
'shoal.out' using 1:4 title '$S$' with lines 1t 1 1w 5 1lc rgb 'brown'

e o grafico resultante é

20 1

0 1 2 3 4 5 6
Time (h)

-~
©
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Capitulo 3

Agua na atmosfera

3.1 O balanco radiativo da Terra e o efeito estufa

A lei de Stefan-Boltzmann é
R = eoT?,

onde R ¢é a radiacao emitida pelo corpo, e T é a sua temperatura. Para um
“corpo negro”!, a emissividade ¢ = 1. Cada superficie real possui uma
emissividade € < 1 diferente.

Nesta se¢do, vamos considerar o equilibrio termodinamico global pla-
netario para dois cenarios de atmosfera e cobertura de superficie do pla-
neta. O conceito mais simples com o qual podemos trabalhar é o de tem-
peratura de equilibrio T,: esta é a temperatura em que um planeta esta em
equilibrio termodinamico com a radiacdo solar incidente. Agora, se a é
o albedo planetario (a ~ 0,30), em média a radiacdo solar absorvida pela
terra é Ry(1 — a)nr?, onde Ry = 1361.5Wm™ é a constante solar (Wi-
kipedia, 2020d), e rr é o raio da terra. Por outro lado, o fluxo de energia
radiante em ondas longas emitida pela Terra é em média (admitindo-se
uma emissividade planetaria igual a 1) 0T, 47r%. Igualando-se os dois:

Ryo(1 — a)ﬂr% = GT8447T}‘72~

o [Reoli= a>]1/4
=
40

1361.5 X 0.7
4 X 5.670374419 x 1078

1/4
] = 254,60K = —18,55° C.

Essa temperatura T, é a temperatura que o planeta teria se ndo houvesse
atmosfera.

Noés agora vamos construir 2 modelos simples para o efeito estufa.
No primeiro, vamos colocar uma “campénula” de vidro em volta da Terra,
como mostra a figura a seguir, onde ela é indicada pelo circulo pontilhado.

Isso é um nome técnico, e néo significa que o corpo precise ter coloraciio preta; na
verdade, para as temperaturas observadas na atmosfera terrestre, a radiacio é emitida
em uma faixa de comprimentos de onda invisiveis para os seres humanos.
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Nesta figura, a radiacao solar atravessa a campanula e incide direta-
mente sobre a superficie da terra, a qual por sua vez emite radiacdo de
onda longa R,7. Por outro lado, a campanula ( = atmosfera) absorve esta
ultima, reemitindo um fluxo R.4 de radiacdo de onda longa tanto de volta
a terra quanto em direcdo ao espago. Desta forma, o balango radiativo de
ambos os corpos é

Rs + Rea = Rer,
Rer = 2R, 4.

Usando-se as equagdes de radiacdo, tem-se:

Ryo(1 — a)m‘% + 0Tj4m‘% = 0T34471r%,
O'Ts447'[7’]2~ = 20'T§47rr%,
Ro(1—a) + 40T; = 40T},
oT} = 20T%,
Ryo(1 - a) + 40Ty = 80T4,
Ro(1—a) =40Ty = Ta=T,;
T, = 2147, = 21/ x 254.60 = 302.77 K.

Nota-se portanto que a temperatura da campanula, que representa a
atmosfera?, é a mesma temperatura de equilibrio anterior, enquanto que
a superficie ficou bem mais quente.

Este modelo pode ser sofisticado com a abertura de uma “janela” at-
mosférica, ou seja: com a utilizacdo de uma emissividade atmosférica ¢,
menor que 1. A figura a seguir ilustra este segundo modelo.

Nestes caso simplificado, ela representa o topo da atmosfera, na “fronteira” com o
espagco sideral; numa atmosfera real, obviamente, a atmosfera se torna progressivamente
mais rarefeita na direcdo do espaco.
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Agora, a atmosfera deixa escapar uma parcela (1—¢,) da radiaciao emi-
tida pela superficie da Terra. Na construcdo do balanco termodinamico, é
conveniente usar T, no lugar de Ry:

4rrs [T;1 +€,0T3 GTS4]

47rr% [eadT;1 = ZEQO'TAI] .

Usando-se agora €, = 0,9, a solucao do sistema acima é

,_ 2T
T, = = Ty = 295,64K
2—¢€,
4

T; = = T4 = 248,60K

2—¢

Isso mostra claramente que a existéncia de “janelas” na atmosfera terrestre
produz uma temperatura de superficie menor. A implicacao disto é que se
uma “janela” for fechada pela presenca de um novo gas de efeito estufa
que absorve radiacdo de onda longa nesta janela, a superficie ficara mais
quente.

Chow et al. (1988) citam um valor médio de 210 W m ™2 para a radiacio
solar atingindo a superficie da Terra. De onde vem esse nimero? Prova-
velmente ele é igual a incidéncia média de radiacdo solar dividade pela
area da superficie da terra:

RsO(1 - G)TU’% _ Rso(l - a)

- = 238.26W m™.
47trT

(A diferenca deve ser porque Chow et al. (1988) provavelmente usaram

valores um pouco diferentes para Ry e a.)

3.2 Circulacao atmosférica

A circulagio na atmosfera é forcada

1. pelo balanco radiativo do planeta;
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2. pela rotacdo da Terra;

3. pela trajetoria da Terra no espaco.

As camadas da atmosfera:
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A troposfera é a camada mais densa, mais proxima da superficie, e
onde ocorrem episddios significativos de conveccao.
Apesar da diminuicdo de temperatura com a altitude, a troposfera é
em sua maior parte estavel. Uma pequena regido, a camada-limite atmos-
térica, é instavel ou neutra.
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A combinacéo da existéncia de células de conveccio e da rotagdo da
terra produz os padrdes globais de circulacao vertical e horizontal.

Polar fronts
Polar jet @ ({’/p %\\\®Polar jet

Polar easterlies Subpolar lows

[ Equatorial doldrums__0° Subtropical jets

Subtropical jets
\ \
= Trade winds >——"_
\

Q Horse latltudes__3()°
= W li
> Westerlies
Polar easterhes 60°
Subpolar lows
\\% ® Polar jet

Polar Jet® \
Polar fronts

Fonte: Seinfeld e Pandis (1998), Figura 1.2 (sem permissdo, com objetivos
estritamente didaticos)

As células verticais que vemos na figura acima sdo: a célula tropical,
a célula de latitudes médias, e a célula polar. Massas de ar frio que se
originam nas regides polares movem-se em direcdo as zonas temperadas
e tropicais, e seu encontro com massas de ar mais quente ddo origem as
frentes frias.

Em tempo bom, padrdes persistentes de circulacdo se forma em torno
de anti-ciclons extratropicais, como o anti-ciclone do Atlantico Sul:
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3.3 A leis dos gases ideais e calores especificos para
uma substancia pura

A lei dos gases ideais se aplica bem para condigdes tipicas da troposfera.
Para uma substancia pura, ela é dada por

pV = nR'T,

onde p é a pressdo, V é o volume ocupado pelo gés, n é o nimero de moles,
R* = 8,314462 618 15 Jmol ™' K™! (no SI) é a constante universal dos gases
e T é temperatura termodinamica. Ainda para uma pura substéncia, ela
também pode ser escrita como

R* mR'_ mR

p:n—T:——T:

=——T =
14 MV VM

Acima, M é a massa molar; m é a massa do gas, o qual esta relacionado
com o numero de moles por

m = nM;
a constante de gas é
R#
R=—,
M
a qual depende do gas especifico via M; e
m
P=y
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¢é a densidade; seu inverso,

v=— (3.1)
p

€ o volume especifico v. Note que p = pRT é mais tutil do que pV = nRT na
pratica: V nio aparece na primeira, e ela s6 envolve quantidades intensi-
vas (pressao, densidade e temperatura), de modo que se aplica a todos os
pontos na atmosfera.

A lei dos gases é um caso especifico de equacdo de estado em Termo-
dindmica; a equacgio de estado para uma substancia pura toma uma das
formas

p=p(v,T) or v=uvp,T) or T =T(p,v).

No caso dos gases atmosféricos, as letras minusculas indicam quantidades
especificas (por unidade de massa ou unidade de volume), e sdo mais con-
venientes ja que nds nao costumamos tratar individalmente “sistemas” ou
“parcelas” de ar.

Duas fungdes termodindmicas importantes sdo a energia interna es-
pecifica u e a entalpia especifica £ definida por

h=u+po.

Para uma substancia pura, u e £ sio funcdes de duas variaveis, escolhidas
entre p, v e T. N6s geralmente escrevemos

u=u(v,T),

h = hp,T),
uma vez que estes pares levam a defini¢des uteis de quantidades mensura-

veis, tais como calores especificos. As equacdes acima levam a diferenciais
perfeitos

du = (6_) dv + (@_) dr.
T v

0v oT
h h
ah = (5_) dp+ (‘9—) .
op | aT),
Os calores especificos a volume constante e pressao constante sdo de-
finidos por
=57
v (9T 7}9
.o = (Gﬁ)
p —_ e .
T},

Os subscritos v e p no lado direito das equacdes acima sdo usados em
termodinamica como lembretes de que u esta sendo tomada em funcao
da v, T, e que £ esta sendo tomada como uma funcio de p, T.

Para um gas perfeito, a equacdo de estado toma a forma

pv =RT,
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onde R é uma constante de gas especifica para a substancia pura e é pos-
sivel mostrar que, neste caso u e £ sdo funcdes de T somente (Adkins,
1983). Entéo, as derivadas parciais que definem ¢, e c, se tornam deriva-
das ordinérias. Além disso,

[57), = (77179
oT B oT .
- (5), #0 (5)
oT » oT »
S dT pp
cp =Cy+R.

Fisicamente, ¢, > ¢, devido a energia extra necesséria para a expansio da
o ar contra a pressdo constante p.

3.4 A atmosfera como uma mistura de gases ideais

A atmosfera no entanto ndo é uma substancia pura, mas uma mistura
de gases. A questdo entdo é como pV = nR’T pode ser razoavelmente
generalizado para uma mistura de gases. Na verdade, a partir de agora,
muitas vezes quando nds usarmos p = pRT, etc, estaremos nos referindo
a pressao atmosférica total p (de uma mistura de gases), a densidade total
p da atmosfera, etc ..

Portanto, vamos comecar, exigindo que pV = nRT valha para a mis-
tura; em seguida, o nimero total de moles, n, é a soma de o numero de
moles de cada componente individual. Seja i o indice para cada um dos
gases em uma mistura; temos

n= Z n;,
i

onde n; é o nimero de moles do gas i.

Queremos que a lei dos gases perfeitos seja aplicavel também para
cada constituinte. Existem duas possibilidades para fazermos isso: o mo-
delo de pressdes parciais, e o0 modelo de volumes parciais. No primeiro
caso, especificamos para cada gas

piV = mR'T.

Neste modelo de todos os gases ocumpam um volume comum V, cada um
exercendo a sua propria pressao parcial p;, de tal modo que a pressao total

¢
p=) .,

pVi = n,R'T,

e agora todos os gases sdo sujeitos a mesma pressao p, cada um ocupando,
nominalmente, um volume parcial V;, com

V=> V.
i
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Em ambos os casos, somando as equacdes de estado individuais recupera-
se a lei dos gases perfeitos para a mistura. Por exemplo,

2 V)= (mR'T).

)< (e)

pV = nR'T.

Os modelos de volumes parciais e pressdes parciais levam a

_ph_Vi_m

Xi
p V n

que define uma concentracéo (expressa em tradicionalmente %, partes por
milhdo (ppm), partes por bilido (ppb), etc.) quer em fracdo de pressdo
parcial, fracdo de volume parcial, ou fracdo molar. A lei de gas para cada
constituinte também pode ser escrita
R* , R R
pi=n—T="0p M2
14 MV V M;
pi = piRiT,

onde (como antes para uma substancia pura)

m; = niMi
(&
pi=m;/V,
1
U= —,
Pi

sdo a densidade ou a massa especifica (com massa m; ocupando o volume
V) e o volume especifico, respectivamente, do gas i, e M; é a massa molar

do gas i.

¢ a constante do gas i.

Note que p; é ela mesma uma concentragio, dada por massa da subs-
tancia i por volume (kg m™>).

Mais uma vez, p = pRT é valida para o mistura. Para ver como, note
que a massa total da mistura é

i

e da mesma forma para a densidade total:
_m_ i mi _ mi _ _
P=yv ="y _ZV_ZP"
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Também sera necessario definir a concentragdo massica ou fragdo massica

de cada constituinte,
_m; _ p;
= =

m.p
Agora n6s somamos as equagdes dos constituintes para obter

ZP;’ = Z PpiR;T,
i i
Z ,Dl'Rl' T = pRT
i

Isso define a constante de gas R da mistura; agora, temos

ZipiRl
pP
Z, ""R

—Z—R —ZCR

Portanto, dadas as concentragdes massicas, nds podemos calcular a cons-
tante de gas equivalente.
A massa molar média da mistura é

M= sz _ZlnM T,

n

R =

Isso finalmente permite fechar o circuito e recuperar a constante de gas
para a mistura:

3=

Z miRi
i
= Z Tll'MiRi

i

SR

I
SRR
g
=
=
I
3
g
=
A

Concentracdes

Uma relagao entre x; e ¢; pode agora ser facilmente obtida:

m;
x m M, m M
= — =t ==
n L omM’
ou
xl-M,-:ciM.
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Outras medidas de concentra¢io também estdo em uso em meteoro-
logia, e precisam ser definidas. A razdo de mistura pode ser expressa quer
como uma razdo de mistura molar,

n;

Ni =
n—n;

ou como uma razdo de mistura massica
m;
rp = ——.
m—m;
E simples converter fracdes massicas ¢; em razdes (méassicas) de mistura
r; e vice-versa:

pi
= Pi  _ p
1= - 1)
p—Ppi l—%
Ci
Vi = =
1—Cl’
Ti
Ci = .
1+7r

A razdo de mistura, por conseguinte, é a razao entre a quantidade (quer
em moles ou em massa) da substancia i e a quantidade de todos as outras
substancias. Segue-se que para qualquer substancia diferente do vapor de
agua, o denominador inclui a quantidade de vapor d’agua presente no ar
no momento da medicao. Por esta razdo, quando i ndo é vapor d’agua, n;
e r; sao chamadas de razoes de mistura umidas.

Nos listamos na tabela a seguir as frac¢cdes molares de varios gases at-
mosféricos em gm™> em uma atmosfera seca (uma atmosfera ficticia sem
vapor de agua). Os valores de M; foram obtidos a partir de NIST (2020).
Os valores de x; sdo de Dias (2020a), e eles sao aproximagoes, com base em
varias referéncias existentes (Iribarne e Godson, 1981; COESA, 1976; Wal-
lace e Hobbs, 2006; Wikipedia, 2020a); os valores de x;, particularmente
para COg, sdo atualizados com os dados disponiveis mais recentes (a par-
tir de 2020). Além disso, os valores foram ajustados manualmente para

garantir que
Z Xi = 1.
i

Constituigdo de uma atmosfera “seca” (ndo incluindo vapor d’agua. Os valores sdo
aproximados, e ajustados para assegurar que as frac¢des molares somem 1.
Gas M; X
(gmol ™) (molmol™1)

N, 28.0134 0.78078700
O, 31.9988 0.20943200
Ar 39.948 0.00934000
CO,  44.0095 0.00041390
Ne 20.1797 0.00001818
He 4.002602 0.00000524
CH; 16.0425 0.00000170
Kr 83.798 0.00000110
H, 2.01588 0.00000055
N,O 44.0128 0.00000033
soma 1.00000000
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Estamos agora em condic¢des de calcular a constante do gas para ar
seco, Ry, por meio de M = Y, x;M; e R = R*/M, utilizando os valores da
tabela acima, e obtendo

Ry = 287.0429]kg 'K,

Este valor ¢é ligeiramente menor do que o que foi adotado para a atmosfera
padrdo de 1976 (R; = 287.0569), que é compativel com a tabela I-4 de
Iribarne e Godson (1981). Note entretanto que tem havido um aumento
constante no CO; atmosférico desde a publicacido da Atmosfera Padrao de
1976, e portanto, além de ndo ser muito diferente do de COESA (1976), o
valor adotado aqui é provavelmente mais proximo do estado atual (2020)
da atmosfera.

Ar umido

Note que as equagdes de secdo 3.3 nao sdo estritamente validas para o ar
atmosférico, o que ndo é um substancia pura; ao contrario, é uma mistura
de muitos gases. Cada nova constituinte faz com que as equacdes termo-
dindmicas fiquem mais complexas; em particular, fun¢des de estado, tais
como u e A tornam-se entdo também func¢des das concentracdes de cada
novo constituinte.

No6s nao vamos seguir o caminho rigoroso de tratar a atmosfera como
uma mistura de varios gases e de dar o tratamento termodinamico com-
pleto para a mistura; em vez disso, vamos considerar “ar seco”, discutido
acima e vamos introduzir diversos indices de umidade para a concentra-
¢do de vapor d’agua (que é o componente variavel mais importante da
atmosfera).

Considere entdo um certo volume V, composto inicialmente de ar seco
com massa my, niamero total de moles ny, pressao py, e densidade py, ao
qual se adiciona vapor d’agua com massa m, e n, moles. As equacoes
desenvolvidas na secdo 3.4 aplicam-se para o ar imido. De acordo com o
modelo de pressdes parciais, cada componente gasoso exerce sua propria
pressao parcial em funcdo da temperatura T e do nimero de moles n;.
Se vapor d’agua for adicionado isotermicamente, a pressao total apds sua
adi¢do aumentara em um valor igual a pressdo parcial de vapor d’agua a

qual é dada por
1

e=—n,R'T.
Vv
Estritamente falando, deveriamos ter usado p, em lugar de e acima, mas é
padrdo em Meteorologia denominar a pressao parcial de vapor e, e vamos
seguir essa pratica.

O conteudo de vapor d’agua no ar, entretanto, é altamente variavel
na atmosfera; além disso, em medicoes de fluxos turbulentos de escala-
res é frequentemente preferivel utilizar concentra¢ées medidas em uma
atmosfera seca equivalente (veja, por exemplo, Butenhoft e Khalil, 2002).
Portanto, nés revisitaremos diversas definicoes de concentracio em rela-
cdo aos componentes de uma atmosfera seca. Para a fracdo molar, noés
agora temos a pressdo do ar seco, a razdo volumétrica e a razdo molar

_p_ Vi _mi

X4i = = (i #£v)
Ypa Vi omg
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e a fracdo massica (ou concentracdo massica) de ar seco,

Cgi = L) (i #v).
pd

Acima, observe que apos a adicdo de vapor d’agua, o volume dos consti-
tuintes do ar seco sera V; < V. Também podemos considerar as razdes de
mistura secas

(i #v)

rgi = ———— (i #v).
mg —m;

Desde que as concentracdes relativas dos componentes do ar seco per-
manecam as mesmas, os calculos anteriores das propriedades do ar seco
M, e R; (a massa molecular média e a constante de gas do ar seco, respec-
tivamente) também permanecem inalteradas. Verifiquemos:

P =pate,

onde py é dado por

Pa = ZP:‘ = Z piRiT = pgRyT.

i#v i#v

Como antes, a equacgio acima define R;. Portanto, o valor da constante de
gas de ar seco em uma atmosfera imida é

DR .
R, = Zl;tu Pil _ &Ri _ Z cuiRi,
pd i#v pd i#v

onde os pesos das constantes especificas de gas R; sdo agora as concen-
tracOes massicas “secas” cg;. Prosseguindo,

R4

I
|

3

=

= —R* (3.2)

Mas a massa molar média do ar seco em uma atmosfera imida é, por

definicéao,
My =Y gy = 2zl ma
= M; = =
i#v nd nd
de forma que, como antes,
R#
R;j=—.
My



Note também que se as concentragdes relativas dos componentes do ar
seco ndo mudam, entdo os xy;’s de agora sdo 0os mesmos que 0s X;'s na
tabela acima, o que prova a afirmacéo de que neste caso os valores de My
e R; ndo mudam.

Com estes resultados em mao, podemos simplificar os calculos subs-
tancialmente dividindo ar ocupando V' com massa total de m em um com-
ponente seco e vapor de agua:

m=mg+ my,
m mg My

+ 2
|4 |4 |4
p = pd+ po, (3.3)
onde p, é a densidade de vapor de agua. Em si mesmo, p, é um indice
de concentracdo de vapor de agua; em meteorologia, é chamado umidade
absoluta. Usando M, = 18.0153 g mol™!, descobrimos que

R, = 461.5230 kg ' K™

¢ a constante de gas para o vapor d’agua. A pressdo parcial de vapor
d’agua é
e = pyR,T.
A umidade especifica q ¢ o mesmo que a fracdo massica de vapor d’agua

¢y, sendo definida como
q= Po

p
Em meteorologia, é normal usar g e ndo c, (este ultimo também ¢é facil
confundir com o calor especifico a volue constante, c,, e serd evitado. De
novo: compare ¢, X ¢y). Somando as pressdes parciais de ar seco e de ar
umido,
p=pate

= dedT + pURUT

= (paRa + puRo) T

=p (&Rd + &RU) T

P p

R
:de(@+&—0)T
p PRy

= PRy ((1 g+ %q) .
Substituindo
—: = 1.608 ~ 1.61 =
p=pR;(1+0.61q)T,  ou

N——————
T,

p=pRy(1+0.61q) T
| S—
R

50



A temperatura virtual T,, definida acima é a temperatura de uma at-
mosfera seca com a mesma densidade p; T,, é ligeiramente maior do que
T. Um outro indice de umidade atmosférica é a razio de mistura (mais
especificamente, a razdo de mistura massica para o vapor d’agua). A ra-
zdo de mistura foi definida anteriormente. Para o vapor d’agua, a razao
de mistura massica é

Po Po
Ty = = —.
P—=Pv  Pd
Na sequéncia n6s vamos usar sistematicamente a lei dos gases
Pi

pi = piRT = p; = RT

Relacdes uteis entre a razdo de mistura e a umidade especifica sao

_ Pv _ R,[T
T g 00
pd R4T
R
|y J (3.4)
Rop—e p—e
Po RDLT
q = =
P Pdtpo
_RT
Copze e
R;T T R,T
_ Rd e
e ()
e e
=0.622———— ~ 0.622—. (3.5)
p—0.378e¢ P

3.5 Saturacio e grandezas associadas

O calor latente de evaporagdo da agua, L,,, é a quantidade de a energia
usada para mudar a fase de uma unidade de massa de liquido para vapor,
em uma mistura pura das duas fases. Uma boa aproximacgio para a ob-
tencdo de uma expressdo para L,, como uma funcdo da temperatura é o
pressuposto de que as capacidades térmicas das duas fases sao iguais. Isso
leva a (Adkins, 1983, Cap. 10, eq. 10.16)

onde ¢y, € ¢y, 80 0s calores especificos a pressdo constante do vapor de
agua e da agua no estado liquido, respectivamente. Se os calores especifi-
COs, por sua vez, forem supostos constantes, obtém-se

L, =ap+ bLT
onde by, = [cpy — ¢pw]. No SI, com T in Kelvins, Dake (1972) fornece

L,, = 3.142689 x 10° — 2.365601 X 10°T
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in Jkg~!. Henderson-Sellers (1984) argumenta que uma expressio mais
acurada é
L, = 1.91846 x 10° [T /(T — 33.91)].

Uma alternativa razoavel é usar um valor constante, dado que L,, varia
pouco com T na faixa de temperaturas normalmente observadas no am-
biente. A T = 288.15K, L,, = 2.464 x 10° Jkg™!.

Para um sistema constituido por vapor d’agua e agua no estado liquido
em equilibrio, uma equacao pode ser obtida para a derivada em relagao a
temperatura da pressdo de saturagdo do vapor d’agua e* (a pressdao do vapor
de agua em equilibrio com a 4gua em estado liquido) para a mudanga em
volume especifico v entre as duas fases e o calor latente, a saber

de* L.,

dT ~ TAv’
esta é a equacdo de Clausius-Clapeyron equation (Adkins, 1983, Cap. 10,
eq. (10.11)). Acima,

Av =7, — v,.

Supondo a validade da lei dos gases ideais, e que o volume especifico da
fase liquida ¢é insignificante em comparagdo com o volume especifico do
vapor d’agua, a equacéo de Clausius-Clapeyron leva a (Adkins, 1983, Cap.
10, eq. (10.12))

de* L,e*
dT ~ R,T%
Observe que a dependéncia do calor latente L,, com a temperatura termo-
dinamica pode ser usada para integrar a equacio acima,

de* L, dT
e* R, T?’
de* 1 (ap + b.T)

= R B — dT,

e*
e*(T) ' 1 (ap + br1)
In = ————"dr,
e*(Ty) 7, Rv 12

e"(T)) 1 1 1
n (e*(TO)) =& {—bL In(Ty) + by In(T) + ay (?0 _ T)}
resultando em
S L P R
e’ (T) = (To) e (Ty)e P[RU (To T)]’

onde Tj é uma temperatura de referéncia. Com by = 0, a equacdo acima
se parece muito (mas nao é igual) a equacdo empirica de Teten (Murray,
1966; Dilley, 1968; Stull, 1995; Alduchov e Eskridge, 1996):

b(T — Tl)]

e*(T):eoexp[ T
-1

com ey = 610.78Pa, b = 17.2693882K™!, T; = 273.16K e T, = 35.86K.
Para a pressdo de vapor em equilibrio com o gelo, as constantes mudam

para b = 21.8745584 e T, = 7.66.
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Para a maioria das aplicacdes meteorologicas, a formula de Teten é
mais do que suficiente. Note entretanto que as constantes mudam para a
pressao do vapor de saturagio sobre o gelo; Note também que a presenca
de sais na agua altera e* significativamente. Finalmente, a equacédo de
Richards (Brutsaert, 1982) é

e"(T) = 101325 exp [13.3185¢, — 1.9760t — 0.6445t; — 0.1299t ],

de* 37315 , ) 3

T e (T) [13.3185 — 3.9520¢t, — 1.9335¢7 — 0.5996t; | ,
373.15

h=1- :

T

Muitas dessas formulas foram obtidas para padrdes antigos de tem-
peratura (ITS-27, ITS-48, IPTS-68, IPTS-68(75), EPT-76), que foram revis-
tos significativamente em 1990 (ITS-90); ver Consultative Committee for
Thermometry (2015); em particular, o ponto de ebulicdo da agua pura
(VSMOW; Wikipedia (2020e)) a uma pressdo atmosférica (101325Pa) é
99.974°C, e ndo mais 100 °C! (Wikipedia, 2020b).

O conceito de saturacdo agora permite a definigio de varios indices de
umidade nele baseados. A umidade relativa y é a razdo entre a razao de
mistura real e a razio de mistura em uma atmosfera saturada, a mesma
temperatura e a mesma pressao:

y:r—*‘

Note que, por ser especificada & mesma temperatura e pressao, a densi-
dade do ar seco na atmosfera saturada (py.) é na verdade menor do que
a densidade do ar seco na atmosfera nao-saturada (py). As equacdes de
estado sao

p—e= dedT, e = pvRUT,
p—e" = paRdl, e’ = p,R,T.
Portanto,
, P
y = = P*d — Pdx v P_:
r o Pd  Po
Pdx
p—e e
R,T R,T
p—e e*
RiT R,T
= p —¢ X i
p—e e
_p(l—e'/p) e
p(l—e/p) e
~1+ ;
mas —— e e/p

~ (1= /p)(1+e/p)—

&

SRS



A ultima equacdo acima é a comumente utilizada em calculos.
A temperatura de ponto de orvalho T; é a temperatura a qual a pressao
reinante de vapor d’agua se torna a pressao de saturagio:

e*(Ty) = e.

Geralmente, a temperatura varia com a altura na camada limite atmosfé-
rica . Subscritos como T ou ey, muitas vezes serdo usados para especificar
temperatura, pressao de vapor de agua, etc, em algum nivel especifico.
Além disso, muitas vezes, vamos usar a notagao simplificada

e, = e (Ty),
de*(Ty)
A, = ———=
X dT D)

Pox = Po(Tx)-

Na figura a seguir, mostramos no quadro A, as condicdes prevalecentes
no atmosfera. No quadro B, a saturagio é atingida, a partir de A, através
do aumento teor de vapor de d4gua. No quadro C, condicdes de saturacdo
também sdo atingidas, mas desta vez através de uma queda continua na
temperatura até a temperatura de ponto de orvalho Tj.

A B
€as Pous T, ez, ,D::a, 1,
eq = puRLT, T constante _ eZ = pz Loy
~ ﬁ aumento do Yag = 100%
Ya = e* conteddo de vapor
a d’4gua
A C
ea’ pw Ta ea’ p::d7 Td
eq = poR, T, e constante _ e; = pz RoTa
~ ﬁ retirada de calor; Yg = 100%
Ya = e* reducdo da %
a temperatura €q = €
Exercises

3.1 Show that the exact expression for e as a function of y also depends on p and

1S .
ye

€:—e*.
1+(@y-1D5

Of course, e* itself is a function of temperature.

54



3.6 Temperatura potencial

Analise para uma atmosfera sem condensacao

Considere a expansao adiabatica de uma parcela de ar, a partir de um nivel
(mais acima) em que a pressdo ambiente é p para um nivel mais baixo em
que a pressdo ambiente é py. A primeira lei da termodinamica é (¢ ¢ o
calor por unidade de massa adicionado ao sistema; w é o trabalho por
unidade de massa realizado sobre o sistema)

du = dq + dw;
Para um processo adiabatico (dg = 0) e reversivel,
du = —pdov
du = ¢,dT.

A diferenciacdo da lei dos gases (pv = RT) e o uso das defini¢des dos
calores especificos a volume constante e pressdo constante leva a

pdv + vdp = RAT
c,dT = vdp — RAT

(¢cy +R)AT = vdp = Igdp

RT
cp,dT = vdp = ?dp
dr _Rdp
T c¢p

Nos agora integramos entre os pares (T, p) e (6, po):

R

G:T(@)a.
»

A temperatura potencial 6 definida acima é a temperatura de uma parcela
de ar trazida adiabatica e reversivelmente do estado p, T para um estado
de referéncia cuja presséo é py.

O célculo da temperatura potencial deve ser feito com o valor correto
de R/c, no caso de ar umido. Isso ocorre porque neste caso a constante
de gas e o calor especifico a pressdo constante de ar imido dependem da
umidade especifica q. Para ver isso, suponha que a entalpia total (néo a
entalpia especifica) para uma parcela de ar com massa total m possa ser
calculada adicionando as entalpias de seco e o ar imido:

mh = mghy + myh,.

Isso produz
fi=L2h+ 24,
P P
h=(1-q)hs+ qho,

oh
¢ == = (1 —=q)cpa + qcpp = (1 + 0.84q)cpy
oT g
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(usando valores tabelados para cpg e cpy: ver (Brutsaert, 1982, Tabela 3.1):
cpd = 1005J kg™ K™!, e ¢y = 1846 kg™ K7).
Com base na definicao da temperatura virtual, a constante de gas para
ar umido é
R = Ry(1+0.61q)

(Note que se trata de uma interpretacdo alternativa de temperatura vir-
tual: n6s agora estamos mudando a constante de gas, enquanto mantemos
a temperatura absoluta T, de tal forma que pv = RT ainda se aplica.) Por-

tanto,
R _ R;1+0.61qg

¢ Cpal+0.84g
Usando a identidade
1+ax (b — a)bx?
=1-(b- +
1+ bx (b-a)x + bx

~1-(b-a)x,

noés encontramos (para x = q < 1)

R R
= ~(1-0.23g)—2
p Cpd

para ar umido. Portanto,

G:T(@
P

Também é imediato obter o calor especifico a volume constante para o ar
umido:

_ Ra
)(1 0.23q) o

ou
Cy = (—) =(1—-q)cpd + qcyp = (1 4+ 0.949)c 4,
T},

fazendo novamente uso da Tabela 3.1 de Brutsaert (1982), com c,q =
716 Jkg 1K™, ¢y = 1386 Jkg 1 K1

Finalmente, essas defini¢des se estendem para a temperatura virtual,
mas nao de forma univoca, como discutido em Brutsaert (1982, se¢do 3.2b).
A temperatura potencial virtual é a temperatura virtual que uma parcela de
ar umido teria se trazida adiabaticamente de seu estado real até a pressao
de referéncia py:

Po

0,, =T, |2
P (p

Isso é ligeiramente diferente (numericamente) da temperatura virtual po-
tencial, que é a temperatura potencial de ar seco com a mesma pressao e
a mesma densidade iniciais, e que é dada por

_ Rq
)(1 0.23q)cpd

Ry

Po | rd

ev:n,(—) |
P p

As duas quantidades sdo obviamente muito proximas numericamente.

Daqui para frente, sempre utilizaremos a temperatura potencial virtual.
Além disso, nds a denotaremos simplesmente por 6,,.
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A taxa de variacao da temperatura em uma atmosfera com conden-
sacio (taxa pseudo-adiabatica)

Considere a equacédo de estado de um gas ideal, e um estado hidrostatico
da atmosfera:

d__9
dz v’
pY =RT =

pdv + vdp = RAT

Considere também a 12 lei da Termodinamica para um gas ideal, em
um processo adiabatico:

0
du =dw +4dq ,
cydT = —pdo.
Substituindo na ultima equacao do bloco anterior,
—cpdT + vdp = RAT

Mas
vdp = —gdz; =

—cydT — gdz = RdT,

—gdz = (R + ¢,)dT,

_gdz = deT,
dT
& 9 0.00976Km™,
dz Cp

que é a taxa adiabatica seca. Em uma atmosfera imida, a coisa é mais com-
plicada: a medida que parcelas sdo levantadas e atingem niveis mais altos
e frios, uma parte do vapor d’agua condensa, e o calor latente liberado
diminui a queda de temperatura. Isso produz taxas pseudo-adiabaticas
umidas. Um valor representativo, frequentemente citado é

dT )
— = —0.00650Km™".
dz

No6s podemos retomar os calculos da temperatura potencial para uma at-
mosfera em que ocorre condensacgao, de forma aproximada. Seja portanto

ar _
dz

-

a taxa pseudo-adiabatica prevalecente na atmosfera. As equacdes agora
sdo

vdp = —gdz, (eq. hidrostatica)
dT = —adz. (“substituindo a 12 Lei”)
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Com a lei dos gases,

_RT
p b
T
R—dp = —gdz,
dr _ (L)
P RT)
dp _ (_i) dr
P aR) T’
~ (T2 )g/(aR)
P2 =P T, »

juntamente com
T, =T —a(zy — z1).
Agua precipitavel

E a massa de 4gua em uma coluna da atmosfera entre dois niveis por uni-
dade de area (minha definicao).

Z2
mp(Z1,Zz):/ qpdz.

21

Exemplo 3.2.2 de Chow et al. (1988): Calcule a agua precipitavel em
uma coluna de ar saturado de 10 km de altura a partir da superficie (p =
101325Pa, T = 30°C, a = 6.5°C (100 m)™1).

Para resolver o problema, nés vamos precisar de um computador, e
de uma linguagem de programacao. Usarei Python. Precisaremos de uma
rotina para calcular a pressao de saturagdo de vapor d’agua, de uma rotina
de integracdo numérica, e das constantes de gas para fazermos todos os
calculos.

O programa agprec.py é (espero!) auto-explicativo.

Um ponto importante é o calculo iterativo do estado da atmosfera no
nivel “2” a partir do estado (conhecido) no nivel “1”. Para isso, nds resol-
vemos:

+
Ap = -2 . P2 4Az,
P2 =p1+ Ap,
“(T:
g2 = 0.6225 ( 2),
b2
= p2
P2 = Ra(1+ 0.61¢2)°
partindo de
“(T;
g, = 0.6225 ( 2),
P1
P2 b

" RaTy(1 + 0.61gs)’

iterativamente, até a convergéncia de p;.
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Listing 3.1: agprec.py — Célculo de agua precipitavel.

1 #!/home/nldias/miniconda3/bin/python3

2 # -%- coding: iso-8859-1 -x-

3 # -t —————
4 # Exemplo 3.2.2 de Chow, Maidment & Mays. Por simplicidade, partimos

5 # de z = 0 com p0O = 101325 Pa, TO = 303.15 K

6 #

7 # Nelson Luis Dias

8 # criado em 2020-07-28T18:35:04

9 # modificado em 2020-07-28T19:20:16

10 # ——— - - - o e — -
11 def Ta(z):

12 e

13 Calcula a temperatura do ar em fungdo da altura z em m, em K

14 e

15 alfa = 0.0065

16 return 273.15 + 30.0 - alfax*z

17 # ——— - - m e m e
18 from math import exp

19 def es(T):

20 LN

21 Calcula a press8o de saturagio de vapor d'agua es (Pa) em funcgio da
22 temperatura T (K) (Eq de Tetens)

23 LN

24 b = 17.2693882

25 T1 = 273.16

26 T2 = 35.86

27 e0 = 610.78

28 return eO*xexp( b*(T - T1)/(T - T2) )

29 H# m oo oo -
30 def newstate(pl,rhol,T1,z2,delz):

31 LR

32 Calcula o estado da atmosfera no nivel z2 a partir do

33 estado no nivel zl, usando a equagdo de estado e a equagéo

34 da hidrostatica. newstate é um integrador "sob medida"

35 e

36 g = 9.81 # aceleragdo da gravidade

37 epsp = 0.001 # erro no calculo de p2, em Pa

38 p20 = pl + 2xepsp # forga o while a comegar

39 p2 = pl # primeira estimativa de p2

40 T2 = Ta(z2) # temperatura do ar em z2: ndo muda mais

41 e2 = es(T2) # press vapor em z2; n8o muda mais

42 # e e ———
43 # 0s 2 valores abaixo s8o estimativas *iniciais*

44 H# -t oo — -
45 q2 = 0.622%xe2/p2 # umidade esp em z2

46 rho2 = p2/(RA*T2*(1+0.61%q2)) # densidade em z2

47 while (abs(p2 - p20) > epsp)

48 p20 = p2 # guarda o valor anterior

49 rhobar = (rhol + rho2)/2 # dens média da camada

50 delp = -rhobar*g*delz # eq da hidrostatica

51 p2 = pl + delp # novo p2

52 q2 = 0.622*%e2/p2 # nova umid esp em z2

53 rho2 = p2/(Rd*T2*(1+0.61%q2))# nova densidade em z2

54 print ('.")

55 pass

56 print (p2,rho2,T2,q2)

Y e e il
58 # retorna o estado da atmosfera no nivel z2

59 # S oo oo -
60 return (p2, rho2, T2, q2)

() B e

62 # aqui comega o programa principal: as condigdes na superficie estédo
63 # completamente determinadas.

64 # —mmm - T oo m oo m oo — e ————— -
65 Rd = 287.03805 # cte de gas do ar seco

66 pO = 101325.0 # pressdo na superficie

67 TO = 303.15 # temperatura na superficie

68 e0 = es(TO) # press vapor na superficie

69 q0 = 0.622xe0/p0 # umid esp na superficie

70 rhoO = p0/(RA*TO*(1 + 0.61xq0)) # densidade do ar na superficie

71 print (q0,rho0)

72 # - -t - m o m oo —



73

75

94

100
101
102
103
104
105
106
107
108

# discretizo a atmosfera em n = 1000 pontos

# ____________________________________________________________________
n = 1000 # 1000 intervalos

zmax = 10000.0 # altura maxima (m)

delz = 10.0 # intervalo de integragio (m)

# —— e e -
# crio vetores de estado com n+l pontos

# ____________________________________________________________________
from numpy import arange, zeros

p = zeros(n+1,float) # press8o em todos os pontos

T = zeros(n+1,float) # temperatura em todos os pontos

q = zeros(n+1,float) # umid esp em todos os pontos

rho = zeros(n+1,float) # densidade em todos os pontos

z = arange (0.0, zmax+delz,delz,float) # niveis de calculo

# ____________________________________________________________________
# loop em z, de baixo para cima

# ____________________________________________________________________

(pl0],rho[0],T[0],q[0]) = (pO, rhoO, TO, qO)
for i in range(n)
(pli+1] ,rho[i+1],T[i+1],q[i+1]) = \
newstate(p[i],rho[i],T[i],z[i+1],delz)

# A integragdo numérica com a regra do trapézio deve ser relativamente
# simples

# ____________________________________________________________________
ff = rhoxq # fungdo a ser integrada, ja calculada pto a pto
Se = ff[0] + ff[n] # soma, ptos externos

Si = 0.0 # soma, ptos intermnos

for k in range(l,n):
Si += f£f[k]

pass
I = Se + 2%8i # agora basta aplicar a férmula
I *= delz
I /= 2.0
rint ('Agua,precipitavel =,%8.2f kg/m2"' % I)
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3.7 Precipitacao

A formagéao de nuvens requer o levantamento de ar imido até a conden-
sacdo. Esse levantamento pode ser produzido:

1. Por frentes (chuvas frontais).
2. Pela orografia (chuvas orograficas).
3. Pela atividade convectiva (chuvas convectivas, chuvas “de verao”).

A formagdo de gotas de chuva requer nicleos de condensagao (aeros-
s6is). Varios tipos de aerossol podem funcionar como nucleos de conden-
sacao.

Dependendo das condi¢des de temperatura, presenga/auséncia de nu-
cleos de condensagio, etc., neve e granizo podem se formar.

Gotas de chuva possuem uma velocidade terminal,

Um modelo de tempestade

O modelo a seguir é muito simples, mas mesmo assim é muito util em
aplicacdes. Em particular, no método da precipitacdo maxima provavel,
que veremos mais a frente.

p1,v1, P, 91 Th

Para uma “célula de tempestade” cilindrica, de diAmetro D, considere
as equacoes de balanco de massa de ar seco, e de massa de vapor d’agua.
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Para o ar seco,

W +‘7§ pi(n-ov)dV;
¢

0 = [p(1 — q)vAz], nD — [p(1 — q)vAz], nD
[p(1 = q)vAz], = [p(1 - g)vAz],

e para o vapor d’agua,

W +j§ qp(n-v)dV;
T

DZ
0= PT[T + [gpvAz], D - [qpvAz], D
. tD?
PTET = [gpvAz], nD — [gpvAz], D
.D
P = [gpvAz], - [gpvAz],
.D
PZ = q1 [pvAz]; — g2 [pvAz],
.D 1-q
P = [pvAz], — g2 [pvAz], -
.D 1- q1
P— = - A
n (Ch 927 —qz) [pvAz],
.D —
P— = (Ch qz) [pvAz],,
4 1- q2
S it [pvAz]
D\1- q2 1

1

~2571. A intensidade de precipitacio em ms~! é

Note que {IPI} = kgp,om

4 (q1 q2

A
wa 1—qs ) [pv 2]1

e a intensidade de precipitacio em mmh™! é

_, 1000mm 1  3600s
ms = — X -X
m S h
4 —
j= —— (q1 qz) [pvAz], X 1000 X 3600.
pwD \ 1-q>

Facamos portanto o Exemplo 3.3.2 de Chow et al. (1988):

A thunderstorm cell 5 km in diameter has a cloud base of 1.5 km, and
surface conditions recorded nearby indicate saturated air conditions with
air temperature 30° C, pressure 101325 Pa and wind speed 1 ms™!. Assu-
ming a lapse rate of 7.5°Ckm™! and an average outflow elevation of 10
km, calculate the precipitation intensity from this storm. Also determine
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what proportion of the incoming moisture is precipitated as air passes th-
rough the storm cell and calculate the rate of release of latent heat through
moisture condensation in the column.

A solucdo sera calculada pelo programa stcell.py.

Listing 3.2: stcell.py — Modelo de tempestade.

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -*- coding: iso-8859-1 -*-

H#

Exemplo 3.3.2, Chow, Maidment e Mays

Nelson Luis Dias
2020-08-04T17:19:27

# ____________________________________________________________________
# vou precisar da férmula para a pressdo de saturagdo de vapor d'agua

#
#
#
#

H*

from math import exp
def es(T):
LR
Calcula a press8o de saturagdo de vapor d'adgua es (Pa) em fungdo da
temperatura T (K) (Eq de Tetens)
LN
b = 17.2693882
T1 = 273.16
T2 35.86
e0 610.78
return eO*xexp( b*(T - T1)/(T - T2) )
def Ta(z):

[

Calcula a temperatura do ar em fung8o da altura z em m, em K
LN

alfa = 0.0075 # esta mudanga é muito importante!!!!
return 273.15 + 30.0 - alfaxz

def latente(T)
LN
latent: Latent heat of evaporation (in J kg~{-1}) as a function
of
thermodynamic temperature (in K)

From Dake 1972 "Evaporative Cooling of a body of water", Water
Resour Res, (8)1087--1091.

[

return (3142689.0 - 2356.01 * T)

# ____________________________________________________________________
# todas as variaveis no SI!!!!

# ____________________________________________________________________
Diam = 5000.0 # didmetro da célula (m)

delzl = 1500.0 # $\Delta z_1$ (m)

p0 = 101325.0 # pressdo atmosférica em Pa

TO = 30+273.15 # temperatura do ar na "entrada'", em K

vi = 1.0 # velocidade do vento na "entrada", em m/s
rhow = 1000.0 # densidade da &agua liquida kg/m~3

esO0 = es(TO) # press vap na entrada (Pa)

q0 = 0.622%*es0/p0 # umidade especifica na superficie (kg/kg)

Rd = 287.03805 # cte de gas do ar seco

rho0 = p0/(RA*TO*(1 + 0.61%q0)) # densidade do ar na superficie

# ____________________________________________________________________
# nés vamos precisar da pressdo atmosférica a 10 km de altura!!!!

# para isso, temos que calcular a mesma integral de antes :-(

# copio e colo o programa que fiz antes para ir até p2

def newstate(pl,rhol,T1,z2,delz):
LN
Calcula o estado da atmosfera no nivel z2 a partir do
estado no nivel zl, usando a equagdo de estado e a equagéo

da hidrostatica. newstate & um integrador "sob medida"
L
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g = 9.81 # aceleracgdo da gravidade

epsp = 0.001 # erro no calculo de p2, em Pa

p20 = pl + 2%epsp # forga o while a comegar

p2 = pl # primeira estimativa de p2

T2 = Ta(z2) # temperatura do ar em z2: n8o muda mais
e2 = es(T2) # press vapor em z2; ndo muda mais

# ____________________________________________________________________
# 0Os 2 valores abaixo s8o estimativas *iniciaisx*
# ____________________________________________________________________
q2 = 0.622*xe2/p2 # umidade esp em z2
rho2 = p2/(Rd*T2*(1+0.61%xq2)) # densidade em z2
while (abs(p2 - p20) > epsp)
p20 = p2 # guarda o valor anterior
rhobar = (rhol + rho2)/2 # dens média da camada
delp = -rhobar*gx*delz # eq da hidrostatica
p2 = pl + delp # novo p2
q2 = 0.622xe2/p2 # nova umid esp em z2
rho2 = p2/(Rd*T2%(1+0.61%q2))# nova densidade em z2
# print('.")
pass
# print (p2,rho2,T2,q2)
# ____________________________________________________________________
# retorna o estado da atmosfera no nivel 2z2
# ____________________________________________________________________
return (p2, rho2, T2, q2)
# ____________________________________________________________________
# discretizo a atmosfera em n = 1000 pontos
# ____________________________________________________________________
n = 1000 # 1000 intervalos
zmax = 10000.0 # altura maxima (m)
delz = 10.0 # intervalo de integrag&o (m)
# ____________________________________________________________________
# crio vetores de estado com n+l pontos
# ____________________________________________________________________
# _____________________________________________________________________
# loop em z, de baixo para cima
# _____________________________________________________________________

print ("Condigdes aquigem baixo:")

Erint " uuuuuuuupuuurhouuuuuuTuuuuuuquuuuuuuZ ")

print ("%9.2f,%5.2f,%5.2f,%6.4f,%7.1f" % (p0,rho0,T0,q0,0.0))
from numpy import arange, zeros

p = zeros(n+1,float) # pressdo em todos os pontos

T = zeros(n+1,float) # temperatura em todos os pontos

q = zeros(n+1l,float) # umid esp em todos os pontos

rho = zeros(n+1,float) # densidade em todos os pontos

z = arange (0.0, zmax+delz,delz,float) # niveis de calculo

# _____________________________________________________________________
# loop em z, de baixo para cima

# _____________________________________________________________________

(pl0],rho[0],T[0],q[0]) = (pO, rhoO, TO, qO)
for i in range(n)
(pli+1] ,rho[i+1],T[i+1],q[i+1]) = \
newstate(p[il,rho[i],T[i],z[i+1],delz)

EaSS

(p2,rho02,T2,92,2z2) = (pln],rho[n],T[nl,qlnl],z[nl)

print ("Condigdesla em cima:")

print ("%9.2f,%5.2f,%5.2£,%6.4£,%7.1f" % (p2,rho2,T2,q2,22))

# As variaveis ql e rhol agora referem-se & média sobre delzl: note

# que z[150] = 1500 m. Portanto, vamos fazer a média de q e a média de
# rho de 0 a 150 inclusive
# ____________________________________________________________________

from numpy import average

rhol = average(rho[0:151])

print (rhol)

ql = average(q[0:151])

print (q1l)

# ——mmm e e
# agora temos condigSes de continuar a fazer as contas. 0 resultado

# mais importante é a taxa de precip, em kg/m2/s

Pdot = (4.0/(Diam))*((ql - q2)/(1-q2))*rhol*vixdelzl # kg/m2/s
print ("Pdot,=,",Pdot)
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Pdms = Pdot/rhow # m/s
print ("Pdms,=_",Pdms)

Pmmh = Pdms*1000%*3600 # mm/h
print ("Pmmh,=,",Pmmh)

Agora, faga as contas restantes e termine o exemplo! Verifique sempre
contra os resultados numéricos do livro.

Hietografas

A precipitacdo pode ser altamente variavel, no espaco e no tempo. Um
exemplo gritante para a precipitacdo anual (média de muitos anos; tipica-
mente, 30 anos define uma “normal” climatolégica): Arica, Chile: 0.5 mm;
Mt Waialeale, Havai: 11680 mm.

Um grafico de precipitacdo em funcdo do tempo é chamado de uma
hietografa.

Vamos reproduzir a Tabela 3.4.1 de Chow et al. (1988), que se refere a
chuva observada em um pluviémetro, 1-Bee, 24-25 Maio de 1981, Austin,
Texas; a hietografa equivalente é produzida por

Listing 3.3: albee.plt — Hietografa de 1Bee.

set encoding iso_8859_1

set terminal epslatex standalone color solid font 'lmr' 12 size 21cm,

set output 'albee.tex'

set xrange [0:150]

set yrange [0:25]

set ytics 0,5

set xtics 0,15

set xlabel 'Tempo(min)'

set ylabel '$\Delta, P\, (\mathrm{mm})$"'

set boxwidth 1.0 relative

set grid

#set style fill solid 1lc rgb 'gray75' border 1t 1

#set style line 1 1t 1 1lw 4 1lc rgb 'black'

set linetype 1 1lw 2 1lc rgb 'black'

set style fill solid 1.0 border 1t 1

plot 'albee.dat' using (column(1)-2.5):(column(2)*25.4) notitle \
with boxes fs solid fc rgb 'gray75'

e é mostrada a seguir:

20

AP (mm)
l

10

ot

0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150

Tempo (min)
A hietografa acumulada é produzida por

Listing 3.4: stcell.py — Hietégrafa de 1Bee.

set encoding iso_8859_1
set terminal epslatex standalone color solid font 'Ilmr' 12 size 21icm,
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n
(0]
ot

output 'albee-cum.tex'
set xrange [0:150]

set yrange [0:250]

set ytics 0,25

et xtics 0,15

set xlabel 'Tempo,(min)'

set ylabel '$\sum P\, (\mathrm{mm})$"’

et grid

#set style fill solid 1lc rgb 'gray75' border 1t 1

#set style line 1 1t 1 1w 4 1lc rgb 'black'

set linetype 1 1lw 2 1lc rgb 'black'

set style fill solid 1.0 border 1t 1

plot 'albee.dat' using (column(1)-5):(column(2)*25.4) notitle \
smooth cumulative with lines 1t 1 1lw 4 lc rgb 'black'

n
ct

wn | |
ot |t

n

e é mostrada a seguir:
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Precipitacao espacial

Isoietas sao simplesmente curvas de nivel tracadas entre dados observa-
dos de chuva (geralmente na superficie, com medi¢ao em pluviometros.
Antigamente, nos desenhavamos “a mao”. Hoje em dia, existem procedi-
mentos automaticos para o calculo de isoietas a partir de dados observa-
cionais.

Para cada intervalo de tempo de observacéo da chuva (digamos: a cada
10 minutos em uma bacia “pequena” (10 a 100 km?), a cada dia em uma
bacia “grande” (10 000 a 100 000 km?), nés “tragamos” as isoietas como na
figura abaixo,
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e em seguida calculamos a chuva média sobre a regido de interesse (tipi-
camente, a propria bacia hidrografica) a cada intervalo de tempo. Muitas
vezes (principalmente em modelos “concentrados”, é essa série temporal
de precipitacdo média sobre a bacia que € utilizada em modelos e estudos.

O calculo da chuva média na bacia sempre envolve alguma aproxima-
cdo. O método mais simples, que sempre deve ser usado como uma verifi-
cagdo, é o da média aritmética. Se Py é a precipita¢do acumulada ao longo
de At na k-ésima estacdo pluviométrica, a precipitagdo média é estimada

por
p
P=>"P,
k=1
onde n, é o nimero de esta¢des pluviométricas.
O método de Thiessen é originalmente um método grafico. A bacia
hidrografica é dividida em sub-areas de influéncia: cada estagio pluvio-
métrica tem uma area de influéncia Ay (eventualmente, pode acontecer

que uma dada estacédo esteja tdo longe da bacia em relacdo as suas vizi-
nhas que Ay = 0. A precipitacdo média na bacia é entdo calculada por

O método das isoeitas mostrado acima também era originalmente um
método grafico. Tragava-se “a sentimento” as curvas de nivel “olhando”
para os valors de Px no papel. Em seguida, as curvas de nivel eram inte-
gradas graficamente com um instrumento denominado “planimetro” Wi-
kipedia (2020c), cuja fotografia mostramos abaixo:

Atualmente, esses métodos foram substituidos por métodos digitais.
Considere um reticulado de mxn células (m linhas, n colunas), e considere
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a funcéo indicador

I 0, acélula (i, j) ndo pertence a bacia hidrografica,
Y 1, acélula (i, j) pertence a bacia hidrografica.
Todos os métodos digitais (implementados como um algoritmo de compu-
tador) correspondem a calcular pesos w; j para cada célula dentro da bacia
(veja exemplos de células dentro da bacia na figura a seguir)

gta célula esta acis
ol AN = N
Piars N N
AN >~
/ \ a1/
A -
/ / S IRERENEDZ
/ \ ( ~ \\
N A e \
~ ) \ JANA
eP,
\ V1 1/ ’ \ N\
N \ / ‘\
\ = N
N \ /
/. A \ N
\ ® S
/ \ \\
& N
'/" \
° P i N~
\\ \
\\
.

No método de Thiessen, por exemplo, os pesos de Thiessen corres-
pondem a
=
Porém agora nés vamos calcular os pesos percorrendo cada célula indivi-
dualmente. Para o método de Thiessen, o algoritmo é o seguinte:
n=0;
Parak =1,...,ny:

Wk

ng =0;
Parai=1,...,m;
Paraj=1,...,m;
SeIi,j;&O:
n=n+1;
Amin = +00;

Parak =1,...,np:

Se di,j<—>k < dmin:
kmin = k;

=ng . +1

min

ng
Parak =1,...,np:
W =ng/n m

min
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No método do inverso do quadrado das distancias, os pesos sao calcu-
lados de forma diferente:

n=0;
Parak =1,...,np:
Parai=1,...,m:
Paraj=1,...,m:
wijk = 0;
Parai=1,...,m:
Paraj=1,...,m:
Sel;; #0:
Parak =1,...,np:
wi’j’kzl/dijek:
Parai=1,...,m;
Paraj=1,...,m;
Se]i7j¢0:
30:0;
8120;
Parak =1,...,ny:

So = So + Wi jk;
S1 =81t wijk X Py,
bij = 31/30

E agora para calcular a precipitacio média basta integrar numerica-
metne a funcéo (definida ponto a ponto dentro da bacia) p;;. Note que
estou usando Py para a precipitacdo em cada pluvidmetro, e p;; para a
funcéo interpolada ponto a ponto.

3.8 Evaporacio: escalas e conceitos gerais

Vou utilizar o termo “evaporac¢iao” no mesmo sentido usado por Brutsa-
ert (1982): como o fluxo de massa médio por unidade de area E de vapor
d’agua sobre uma certa area horizontal (a 4rea de um tanque evaporimé-
trico; a area de um lago; a area de uma bacia hidrografica; etc.). Ficam ai
incluidas portanto tanto a evaporagiao de agua liquida em contato com o
ar, a partir de folhas, do solo imido, de corpos d’agua, etc., como a trans-
piracdo através dos estomatos das plantas.

Confrontado com a necessidade de “fechar” o ciclo hidrolégico, o hi-
drdlogo freqiientemente tem que calcular estimativas de evapotranspi-
racdo e de evaporagdo em lago. Os métodos disponiveis estdo espalha-
dos na literatura, indo de equacdes totalmente empiricas e algumas ve-
zes obsoletas, até resultados de pesquisa micrometeorologica que ndo sdo
aplicaveis as escalas hidrologicas. Nesta se¢cdo vamos procurar resumir o
conhecimento basico necessario a boa pratica de estimativas de evapora-
cdo/evapotranspiracdo. Como tal, minimiza-se os aspectos tedricos e as
demonstracdes, em favor de uma compilagdo organizada de férmulas e
métodos. As linhas gerais de acdo para diversos casos comuns em hidro-
logia (aplicacdes em modelos chuva-vazdo, calculo de evapotranspiracdo
e evaporacdo em lagos) sdo discutidas brevemente.
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Introducao

Nosso objetivo é apresentar um resumo dos modelos e métodos atual-
mente disponiveis para estimar evaporacdo e evapotranspiracdo, na me-
dida do conhecimento do autor, que seja a0 mesmo tempo compreensivel
e nao entre em detalhes matematicos. No6s denominamos um procedi-
mento de “método” quando o valor de evaporagido/evapotranspiracio ob-
tido pode ser considerado uma “medi¢do”; incluem-se nesta categoria os
métodos do Balan¢o de Massa (em lisimetros, possivelmente em reserva-
torios, em bacias hidrograficas), Balanco de Energia, Medigao de Covari-
ancias Turbulentas, e Medicdo de Perfis Médios na atmosfera. O procedi-
mento é denominado “modelo” quando envolve simplificacdes ou coefici-
entes cuja incerteza é grande; aqui se incluem varias equacdes de trans-
feréncia de massa, a equacdo de Penman (1948), a equacido de Penman-
Monteith (Monteith, 1973), a equagio de Priestley-Taylor (Priestley e Tay-
lor, 1972) e os modelos CRAE/CRLE de Morton (Morton, 1983a,b; Morton
et al., 1985; Morton, 1986). As principais idéias e formulas sdo apresenta-
das, porém nio suas dedugdes: o espirito deste trabalho é mais o de um
guia pratico do que um texto teérico sobre evaporacio. Além disso, ndo
sdo apresentados métodos ou modelos que sejam muito sofisticados seja
do ponto de vista computacional, seja em termos de requerimento de da-
dos. A énfase é em procedimentos cuja aplicagio é relativamente simples,
e que se baseiam principalmente em dados médios diarios convencional-
mente medidos em esta¢des meteorologicas. Este é o sentido do adjetivo
“climatologicos” no titulo. Os leitores interessados poderdo encontrar as
bases teodricas e alguns modelos mais sofisticados na lista de referéncias
bibliograficas.

Escalas e modelos em meteorologia e hidrologia

No método cientifico, sempre que procuramos analisar um problema, este
¢ divido em diversos elementos, de acordo com a nossa capacidade de
“enxergé-los” com a lente de nossas escalas. Os elementos diretamente
relevantes sdo aqueles que podem ser “resolvidos” ou “enxergados” ex-
plicitamente. Os elementos indiretamente relevantes sao aqueles que nao
podem ser “resolvidos” ou “enxergados” diretamente pela menor escala
que estivermos utilizando: estes elementos precisam ser parametrizados.
Finalmente, ha elementos irrelevantes, que podem ser totalmente despre-
zados, pelo menos em uma anélise inicial (Brutsaert, 1986).

Por exemplo, considere a questdo de modelar uma bacia hidrografica
da ordem de 20000km?. Os dados disponiveis muitas vezes sdo informa-
¢oes pluviométricas e fluviométricas, e mapas do IBGE e do Ministério do
Exército nas escalas 1:50000 e/ou 1:100000. Suponha a existéncia de 10
postos pluviométricos e 10 postos fluviométricos dentro de nossa bacia,
mais ou menos uniformemente distribuidos. O modelador devera ser ca-
paz de identificar cerca de 10 sub-bacias hidrograficas, cada uma das quais
com cerca de 2000km?, e possivelmente ajustar um modelo chuva-vazio
a cada uma destas unidades. Porém, na falta de informagdes de topogra-
fia, precipitacdo e vazdo mais detalhadas, provavelmente sera infrutifero
descer a escala de bacias de 100 ou 10km?. Neste caso, dizemos que a es-
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Tabela 3.1: Escalas em meteorologia Orlanski (1975)

Nome Fenomenos Dimensao Horizontal
Macro @ Ondas planetarias muito lon- > 10000 km

gas

Ondas de gravidade
Macro f Ondas baroclinicas 2000 — 10000 km
Meso ¢ Frentes e Furacdes 200 - 2000 km
Meso f  Jato noturno 20 - 200 km

Linhas de instabilidade
Aglomerados de Nuvens
Efeitos topograficos
Efeitos de Lago
Meso y  Chuvas convectivas 2 -20km
Turbuléncia de Céu Claro

Efeitos Urbanos
Micro ¢ Tornados 200 m - 2 km

Convecc¢ao Profunda
Ondas de gravidade curtas

Micro f  Térmicas 20 m - 200 m
Esteiras

Turbilhoes
Microy  Plumas <20m

Turbuléncia
Rugosidade
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cala espacial “resolvida” do problema é da ordem de V2000km? ~ 45km.
Tudo o que ocorre abaixo desta escala precisa ser “parametrizado”, e ja-
mais sera conhecido explicitamente. Os modelos chuva-vazao em cada
sub-bacia de 2000km? parametrizam os processos hidrolégicos, inclusive
o escoamento em calha, “levando-os” até as escalas (definidas individu-
almente pelas secoes de rio onde ha medigao de vazdo) em que ha dados
confiaveis disponiveis. Este tipo de raciocinio nio se aplica somente a
hidrologia. De fato, a ferramenta por exceléncia de identificagdo de feno-
menos relevantes em geociéncias ¢ a mesma analise de escalas que exem-
plificamos no paragrafo anterior. Por causa da importancia de classificar
fendomenos meteorologicos, Orlanski (1975) propds uma classificagio ra-
cional (macro, meso, micro) com subdivisdes (, 5, y), mostrada na Tabela
3.1.

A partir da Tabela 3.1, ja podemos classificar as escalas relevantes para
evaporacao e evapotranspiragio. Esses fenomenos dependem de:

« radiacdo solar,
 temperatura e umidade do ar,

« pressao atmosférica,

velocidade do vento,

« tipo de superficie,

tipo do solo,

umidade do solo.

Todas estas grandezas exibem variabilidade na escala meso-f ou menor,
conforme exemplificado na Figura 3.1, que mostra a variacdo da tempe-
ratura do ar no Estado do Parana. Isso significa que evaporacéo e evapo-
transpiracao sao fendmenos de escala espacial igual ou inferior a meso-p.

Nos modelos de evaporacio e evapotranspiracio, a influéncia dos cam-
pos de radiacdo, temperatura, umidade, vento, bem como tipo de solo e
uso do solo, sdo incluidos explicitamente (diretamente resolvidos). Os
efeitos das escalas micro-f e micro-y sdo em geral parametrizados nos
modelos; eles sdo diretamente medidos no método de medi¢édo de covari-
ancias turbulentas (Stull, 1988; Brutsaert, 1982).

E importante observar que o modelo de evaporacio/evapotranspira-
¢do a ser utilizado vai depender da escala do problema. Assim sendo, é de
se esperar que o modelo para um campo de milho de 500 x 500m? seja di-
ferente do modelo para uma bacia hidrografica de 2000km?. Infelizmente
para a hidrologia, é muito mais dificil coletar informacao sobre evapo-
transpiracao regional (de uma bacia hidrografica) nas escalas de tempo
desejaveis (de dias até meses) do que sobre evapotranspiracao de culturas.
Por este motivo, muitos modelos desenvolvidos para escalas espaciais re-
lativamente pequenas (< 1km) acabam sendo utilizados para estimativas
de evaporacdo/evapotranspiracdo em escalas muito maiores. Esta é uma
limitacdo que deve estar em mente na hora de aplicarmos os modelos.
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Figura 3.1: Variacdo da temperatura média horaria no Estado do Parana

Finalmente, note que registros continuos de medicao de evapotrans-
piracdo ou evaporacdo em lagos ainda sdo muito raros, e nao ha séries
longas confiaveis que possam ser usadas em aplicacoes hidrologicas. Por
este motivo, é preciso usar modelos de evaporacdo e evapotranspiracéo.
Existem bons modelos para lagos baseados no método do balango de ener-
gia que podem ser aplicados com sucesso quando ha dados de perfis de
temperatura da agua (Reis, 1996; Reis e Dias, 1998; Dias e Kan, 2008); além
disso, medicdes relativamente longas de evaporacao em lagos, e de evapo-
transpiracdo, com o método de covariancias turbulentas tém se tornado
cada vez mais frequentes Blanken et al. (2000); Rouse et al. (2003); Dias
e Malheiros (2003); Armani et al. (2020). A questdo de estimativas de
evapotranspiracdo é bem mais complexa, porque envolve a variagdo da
umidade do solo durante o periodo de secamento apds as chuvas. Con-
sequentemente, a qualidade das estimativas de evapotranspiracdo néo é
tdo boa. Uma forma de levar em conta o armazenamento gravitacional de
agua subterranea, da regido saturada, foi proposta por Dias e Kan (1999);
a estimativa do armazenamento na regido vadosa, entretanto, permanece
(tanto quanto eu saiba) uma questio em aberto.

Fundamentos fisicos

Unidades O fluxo vertical de uma grandeza qualquer a através de uma
superficie plana S é por definicdo a quantidade de a que atravessa S por
unidade de tempo. A evapo(transpi)ragdo entre a superficie da Terra e a
atmosfera ¢ um fluxo de massa; suas unidades SI sio dadas por kgm™2s71.

Expressa nestas unidades, o valor numérico de E é extraordinariamente
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Figura 3.2: Fluxo de massa de vapor d’agua através de uma superficie
unitaria.
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Figura 3.3: Converséo de evaporacio de kgm™2s~! para mm.

pequeno. Em hidrologia, é usual expressar a evaporagdo em milimetros
de altura de agua acumulada equivalente hg. A conversdo é simples. Na
Figura 3.3, M é a massa total de agua evaporada ao longo de um intervalo
de tempo At através de uma area unitaria. Utilizando a densidade p,, da
agua liquida:

EAt
M = EAt = pwlhE = hg = — X 1000.
Pw

O fator 1000 em (??) corresponde a conversdo de metros para milimetros.
Como p,, = 1000 kg m™~>, para obter hx em mm basta multiplicar E pelo
numero de segundos do intervalo de tempo considerado.

Umidade atmosférica

Para calcular a pressdo atmosférica média (em Pa) em uma estacdo em
funcédo da sua altitude Z (em m), use

288,0 — 0,00657 \ >
p = 101325 .

288,0

Além dos indices de umidade que nos ja vimos, as vezes é conveniente
também definir a temperatura de bulbo umido T,,, via:

eq = e (T,) —y(T, — Toy)

(Estou tentando ser consistente e usar simbolos “em Inglés”), onde y =
(cpp)/(0.622L,,) € a constante psicrométrica.
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Figura 3.4: Umidade relativa, e umidade especifica em Cambara
(02350017), PR.

A umidade relativa ndo permite avaliar o contetido absoluto de umi-
dade da atmosfera; ela serve mais como um indicador da sensacido que
temos da umidade do ar. Veja o exemplo da umidade relativa e da umi-
dade especifica em Cambara (PR) durante 1990, mostrados na Figura 3.4.
A umidade relativa média diaria praticamente ndo revela nenhuma sazo-
nalidade, que no entanto fica clara no caso da umidade especifica.

3.9 O movimento da Terra no espaco

A Terra gira em torno do Sol em uma trajetoria aproximadamente eliptica.
O plano da trajetoéria é chamado o plano da ecliptica. Na figura abaixo, a
distancia OA = r, é o semi-eixo maior do elipse. Ela é uma unidade de
comprimento em astronomia: a Unidade Astrondmica (AU).
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A trajetoria da Terra em torno do Sol.

Ospontos A, B,C,D, A’, B’, C’ e D’ sdo pontos notaveis do movimento
anual do planeta Terra em torno do Sol. O ponto A marca o periélio, o
ponto onde o planeta esta mais proximo do Sol. De maneira similar, C
marca o afélio, o ponto onde o planeta esta mais distante do Sol. As datas
para esses pontos variam ligeiramente de ano para ano. A Tabela a seguir,
valida para 2020, foi obtida de United States Naval Observatory (2019).

Dias notaveis da orbita da Terra para 2020.

Ponto data/hora (UTC) Nome

A Janeiro 5, 2020, 07:48 Periélio

B Abril 5, 2020, 19:48 r/ra =1

C Julho 4, 2020, 11:35 Afélio

D Outubro 5, 2020,19:48 r/ra=1

A’ Dezembro 21, 2020, Solsticio de Inverno
10:02

B’ Marco 20, 2020, 03:50 Equinécio de Primavera

c’ Junho 20, 2020, 21:44 Solsticio de Verao

D’ Setembro 22, 2020 Equinoécio de Outono

O material descrito aqui foi obtido a partir de varias fontes. Talvez
a fonte mais importante seja van Flandern e Pulkkinen (1979) e um guia
muito detalhado para o céalculo da declinagdo do Sol e da distancia Sol-
Terra pode ser encontrado em Schlyter (2019)

Na figura acima, o semi-eixo maior da elipse é r,, e 0 semi-eixo menor
é rp. A distancia entre o Sol e a Terra em qualquer ponto na trajetoria é
r. O valor de r; é definido em astronomia como a Unidade Astrondémica,
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UA. A declinagdo do Sol em relagdo a Terra é o angulo § entre o plano
do equador e do plano da Ecliptica, medido perpendicularmente a este
ultimo.

A principal causa para a mudanga das estagdes nao é a variagdo da
distancia Sol-Terra r, mas a inclinag¢do do eixo de rotacdo do planeta em
relacdo ao plano da ecliptica, e a consequente mudanca na declinagio do
Sol.

Por exemplo, figura a seguir mostra a situacdo do planeta no que diz
respeito a incidéncia de raios solares na época do Solsticio de inverno (no
hemisfério norte). Neste ponto da trajetoria do planeta, a maior parte da
a incidéncia de raios solares é sobre o Hemisfério Sul, onde é inicio de
Verdo. A situacdo oposta acontecera no solsticio de verdo (do hemisfério
norte).

Plane of the Ecliptic

~o P/a
Qe
Of []76' Eq
g ‘o,
't

S

The position of the planet Earth with respect to the incidence of the
Sun’s rays around the Northern Hemisphere Winter Solstice.

A situagdo ao longo do ano é mostrada na proxima figura. Note que
a figura néo esta desenhada com precisdo; no entanto ela mostra os ele-
mentos essenciais em termos de como a incidéncia dos raios de sol muda
ao longo do ano. Os 4 pontos em destaque sdo os solsticios e os equino-
cios. Durante os solsticios, os raios do sol tém incidéncia maxima em um
dos hemisférios, e isso determina a inicio do verdo e do inverno. Por ou-
tro lado, nos equindcios, os raios solares incidem perpendicularmente ao
equador (dai seus nomes).

The incidence of the rays of the Sun on the Earth around the year. The
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sign of the Sun’s declination ¢ is indicated between the points A’, B’, C’
and D’, as well as the sign of its rate of change, indicated as positive (T)
or negative (|).

Férmulas de precisio relativamente baixa para os valores de § e r/r,
em determinada data sdo dadas por van Flandern e Pulkkinen (1979). Es-
sas formulas estdo convertidos em uma funcido em Python (ddse) na lis-
tagem 3.5.

Listing 3.5: sunearth.py — Calculation of distance and declination of
Sun as a function of date.

from math import pi, modf, sin, cos, asin, sqrt, atan2
TwoPi = 2xpi

H*

#
#
# version: 2019-05-04T13:46:15
#

def ddse(yea,mon,day):

[

ddse: declination and distance sun-earth a funcion of
(year, month, day)

based on

Van Flandern, T. C. and Pulkkinen, K. F. (1979) "Low Precision
Formulae for Planetary Positions" - The Astronomical Journal
Supplement Series, 41,391:411.

[

# ____________________________________________________________________
assert(isinstance(yea,int))
assert(isinstance (mon,int))
assert (isinstance(day,int))

# ____________________________________________________________________

# At GMT noon: this is done with purely integer arithmetic

JD = 367 * yea - ( 7 x (yea + (mon + 9) // 12 ) // 4 ) \
+ ( 275 * mon // 9 + day ) + 1721014

# JD = + 367 * yea \

# - 7*(yea + (mon + 9)//12)/4 \

# - 3x((yea + (mon - 9)//7)//100 + 1)//4 \

# + 275%mon//9 + day + 1721029

# ____________________________________________________________________
# Obtains tee,

# TT == thousands of Julian years from 2000

# TC == hundreds of Julian years from 1900

# ____________________________________________________________________

tee = float(JD - 2451545.0 + 0.5) ;
# TT = tee/365250.0

TC = tee/36525.0 + 1.0 ;
# TC = 10.0*TM + 1.0

# ____________________________________________________________________
# other variables
# ____________________________________________________________________
LS = 0.779072 + 0.00273790931 * tee # mean longitude, Sun
GS = 0.993126 + 0.00273777850 * tee # mean anomaly, Sun
G5 = 0.056531 + 0.00023080893 * tee # mean anomaly, Jupiter
OM = 0.347343 - 0.00014709391 * tee # longitude of lunar ascending mode
# ____________________________________________________________________

# the eccentricity of the Earth comes from a different source:
# http://www.jgiesen.de/kepler/eccentricity.html

# e e
# ec = +0.0167086342 - 0.0004203654*TT - 0.0000126734*TT**2 \

# +0.0000001444*TT**3 -0.0000000002*TT**4 + 0.0000000003*TT**5

# ____________________________________________________________________
# extracts fractional part

# ————— e -
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(LS, ipart) = modf (LS)
(GS,ipart) = modf (GS)
(G5 ,ipart) = modf (G5)
(0OM, ipart) = modf (OM)

LS = LS *x TwoPi
GS = GS * TwoPi
G5 = G5 * TwoPi

VS = + 0.39785 * sin( LS ) \
- 0.01000 * sin( LS - GS ) \
+ 0.00333 * sin( LS + GS ) \
- 0.00021 * TC * sin( LS ) \
+ 0.00004 * sin( LS + 2.0 * GS ) \
- 0.00004 * cos( LS ) \
- 0.00004 * sin( OM - LS ) \
+ 0.00003 * TC * sin( LS - GS )

Us = + 1.0 \
- 0.03349 * cos( GS ) \
- 0.00014 * cos( 2.0 * GS ) \
+ 0.00008 * TC * cos( GS ) \
- 0.00003 * sin( GS - G5 )

distance Sun-Earth in the form (r/a) where a is the length
of the largest semi-axis of the Earth's orbit, i.e.: the equivalent
to one astronomical unit, and r is the Sun-Earth distance

rr = 1.00021 * sqrt( US )
return (delta,rr)

sunman

version of 2019-04-23T09:58:05

def sunman(yea,mon,day,sec=0.0):

[

sunman: only the sun mean anomaly a funcion of (year, month,day)
based on

Van Flandern, T. C. and Pulkkinen, K. F. (1979) "Low Precision
Formulae for Planetary Positions" - The Astronomical Jourmnal
Supplement Series, 41,391:411.

[

assert (isinstance(yea,int))
assert(isinstance(mon,int))
assert (isinstance(day,int))

# At GMT noon: this is done with purely integer arithmetic

JD = + 367 * yea \
- 7*(yea + (mon + 9)/12)/4 \
- 3*%((yea + (mon - 9)/7)/100 + 1)/4 \
+ 275%mon/9 + day + 1721029
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# Obtains tee,

# ____________________________________________________________________
tee = float (JD - 2451545.0) ;

# ____________________________________________________________________

# other variables

# ____________________________________________________________________
GS = 0.993126 + 0.00273777850 * tee # mean anomaly, Sun
(GS,ipart) = modf (GS)

# ____________________________________________________________________

# converts to radians

# ____________________________________________________________________

GS = GS *x TwoPi
return (GS)

Alternativamente, formulas ainda mais simples sdo dadas por Stull
(1995). A declinacio do sol é
d-d
§ = 0,409 cos 27rd—’ :

a

onde d; = 365 ou 366 é o numero de dias do ano, d, = 173 ou 174 é o dia
corrido do ano correspondente a 22 junho (solsticio de inverno) e d é o
dia corrido do ano entre 1 e 365 ou 366 dependendo de o ano ser ou ndo
bissexto. Todos os dngulos estdo em radianos. A distancia sol-terra em
unidades astrondmicas é

r 1-—¢é?

d—d
Ta 1+ecos(27r d")

onde e = 0,0167 é a excentricidade da orbita terrestre, e d, = 3 é o dia
corrido do ano correspondente ao perihélio.

A declinacio do Sol vista da Terra

A figura a seguir mostra a incidéncia dos raios do sol vistos da Terra. O
plano do equador é Oxy, e Oyz é perpendicular ao plano da ecliptica, o
que nao é mostrado, mas contém a linha OS ligando o centro da Terra ao
centro do Sol: a declinacdo do Sol 6 é o angulo entre os planos da ecliptica
e do Equador, e est4 indicada na figura. O Sol esta muito longe, e podemos
supor que seus raios incidem paralelamente sobre a Terra. No ponto P na
superficie do Terra, um raio vem ao longo de PS’, e o Sol é efetivamente
visto como na posigao S’. A posi¢ao de P é dada pelo dngulo horario h, que
¢ a distancia angular até o meio-dia solar, e a latitude ¢.
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The declination of the Sun.

A vertical através P é dada pelo vetor unitario n, e a dire¢do para o Sol

em P é dada pelo vetor unitario m. Por definicao, o angulo zenital Z é o
angulo entre m e n. A partir da figura acima, obtém-se

m = (0, cos d, send),

n = (cos ¢ sen h, cos ¢ cos h, sen ),
donde

m-n = cosZ = cosd cos @ cosh + send sen @.

Varias relagdes tuteis podem ser deduzidas a partir da equagdo acima

a) O angulo H varrido entre o nascer do sol, quando n || Oxz e cos Z = 0,
e o0 meio-dia solar é dado por

0 =cosdcospcosH +sendsengp =
cosH = —tgotgd.

A partir da equacao acima, obtém-se o comprimento do dia em horas,
N:
H N
/2 12

24H
N=——

T

b) A latitude ¢, da noite polar é o ponto em que H = 0:

T
tg p, = —cotgé = <pp:5—5.
c¢) Nos polos,
s
cosZ =send = E—Z:&
de forma que a elevacao do Sol é praticamente constante durante o dia
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d) Ao meio-dia solar,

cosh =1,
cos Z = cosd cos ¢ + send sen ¢
=cos(p —9) =
Z=¢-90. (3.6)

Radiacao

O fluxo de energia por unidade de area associado com diferentes compri-
mentos de onda é chamado irradidancia, e dado em unidades de W m~2 no
SI. O comprimento de onda da radiacdo depende da temperatura do corpo
emissor; a temperatura T, um corpo negro emite um espectro de radiacio
cujo pico é dada pela lei de Wien,

Am = T (3.7)
onde o = 2897.0 pmK (Fleagle e Businger, 1980, p. 217).
A radiacdo solar, emmitida pelo sol a uma temperatura de cerca de
6 000K, abrange uma gama de comprimentos de onda A ~ 0.3-3pm, e
atinge o topo da atmosfera da Terra. A constante solar Ryy ~ 1361.5 W m™2
é airradiancia na direcao dos raios do sol a uma distancia de 1 UA = r, do
Sol. A irradiancia numa direc¢ao perpendicular ao topo da atmosfera em
um determinado dia e latitude é a irradiancia solar extra-atmosférica, e é
dada por

rg\2
Rsea = Ry (—) cos Z.
r

O valor médio de Rge, ao longo de 24 horas é uma quantidade util, que
pode mais tarde ser usada para estimar a irradiacdo solar R; média diaria
que atinge a superficie da Terra.

2
Rsea(t) = Ry (r_a) [sen d sen ¢ + cos & cos ¢ cos h(t)];
r

1 T
Rseq) = = Riea(t dt’
Res = 35 | Real®)

onde D = 86400 s é a duracao do dia, e T é a duracao do brilho solar, com
o tempo t medido do nascer até o por do sol. Mas

27

D=—,
W

wdt = dh,

onde o é a velocidade angular da Terra, donde

H a)? dh
(Rseq) = / 2R50 (r_) [sen d sen ¢ + cos d cos ¢ cos h(t)] —
_ r ®

H 21
Ta 2 RSO

= (—) — [Hsend sen¢ + cosd cospsenH]J .
r/ m
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A irradiancia solar ou irradiancia de ondas curtas Ry atingindo a su-
perficie do Terra é na maior parte do tempo menor que Ry,. Idealmente,
ela deveria ser medida diretamente com piranémetros, mas historicamente
tem sido estimada por medicoes de duracdo do brilho intenso do sol n (ge-
ralmente em horas), através da equagao de Prescott (Brutsaert, 1982):

(R) = (Rea) [+ b2 .

coma ~ 0.25eb ~ 0.50, e onde N é a duragdo do brilho do sol (o fo-
toperiodo): o tempo decorrido entre o nascer e o por do sol. Note que a
equacao de Prescott ndo é capaz de prever valores de Ry em uma escala de
~ 1h, mas apenas a média de 24 horas, porque a duracédo do brilho intenso
do sol é uma medi¢do integral (diaria).

Além de radiagio solar, a superficie da Terra também recebe radiacdo
emmitida pela atmosfera, em de comprimentos de onda A ~ 3-100 pm,
devido ao fato de que as fontes emissoras estdo a temperaturas da ordem
de 300K. Esta irradiancia de ondas longas ou atmosférica que atinge a
superficie é R,. Finalmente, a propria superficie re-emite radiagao de volta
para a atmosfera; esta é a irradiancia emitida R,.

A Figura a seguir mostra (de novo) esquematicamente o balanco de
energia na superficie da terra.

aRg (l — G)Ra

Lo

A razio entre a irradidncia solar refletida e a irradiancia radiacao solar
incidente é o albedo o da superficie; e a razdo entre a irradidncia atmos-
férica absorvida e a irradidncia atmosférica incidente é a absortividade /
emissividade € da superficie. A irradiancia liquida é o fluxo total de ener-
gia absorvida por unidade de area da superficie:

R, =Ry(1—a)+€eR, —R,.
Radiaciao atmosférica

A estimativa da irradidncia atmosférica (de onda longa) incidente é um
assunto complicado. Ele geralmente é dividido em duas partes: a estima-
tiva da irradidncia atmosférica céu claro, R,., e a estimativa do aumento
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de irradidncia atmosférica devido 1a presenca de nuvens. irradiancia at-
mosférica de céu claro é geralmente obtida a partir de equagdes com o
forma

Ry = €4c0 T; >

que é obviamente inspirada pela lei de Stefan-Boltzmann para um corpo
cinza. Ela parece ter tido uma origem estritamente empirica no trabalho
de Brunt (1932), na forma

€ac = 0.52 + 0.0065/e,,.

(Em unidades SI), mas pode ser obtida a partir das equacdes para a trans-
féncia radiativa na atmosfera sob certas premissas simplificadoras. Talvez
a maneira mais clara, e um das mais simples, de deduzi-la seja a de Brutsa-
ert (1975a). Em principio, a radia¢do de onda longa que atinge a superficie
pode ser encontrada integrando-se a equacdo de Schwarzchild

dI} = —ka(I) — BA(T)),

onde I € a irradiancia no comprimento de onda A atravessando a atmos-
fera. Mas uma alternativa que produz um resultado analitico mais direto
¢ uma integral sobre o caminho 6tico u,

oo de
R, = / oT? —fdu.
0 du

Considere agora uma distribui¢do exponencial de temperatura na atmos-
fera,

T(z) = Ty exp (—};—Z)

0

comy = 6.5Kkm™ e T, = 288.15 K. Em primeira aproximacio,

dT
-
de forma que
p = pRaT,
dp = —pgdz,

d_ 94949

»  RT - YR T’

\% ’agua,
Para o vapor d

€ = vaRUT,
va - RvTO,

pv(z) = Poo CXP(—ka),
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com k,, = 4.4%x 10"*m™!. Em Brutsaert (1975a), A emissividade efetiva €f
¢ dada em funcdo do caminho 6tico

2 1/2
_ P
U—/O Pv(§)(p0) dg

por
ef = Aa",
comA=0.75,m=1/7e¢
u
a=—
Pw

em centimetros equivalentes de 4gua (com p,, = 1 g cm™>). Parece preferi-
vel, entretanto, usar uma versio em que fatores adimensionais aparecem
mais claramente. Fagamos portanto

q@z(ﬂf

Uo
Entdo, obtemos a partir das equagdes acima
ug = (0.75)17 = 7.491541 gem ™2 = 74.91541 kg m 2.

Diferenciando €7(u),
dEf m ( u )m—l

du  up \up

e substituindo na integral para R,
[ . 4m(u m—1
R =/ o (Toe_yz/ 0) — | — du
u=0 Up \Uo

0 z 1/2
:/ aT(fe“WZ/TOﬂ i/ o0 (ﬁ) e
2=0 Up \Uo Jg=0 Po

Prosseguindo,

m—1

1/2
p
o | — dz.
P (Po)

-1
00 1 4 T g/(2yRa) m T
Ry = / UT(;Le—zxyz/Toﬁ - / puge (_) dr pvoe_k“(
2=0 Uo \ Uo Jy=o Ty

°° 1 [* (koy—9__ m-1 _ g
B / O'T(;le_4YZ/T0uﬁo (_ Poo€ (kw+2RdT0)§ dé/) Pvo€ (kw+2RdT°)Z dz
V4

=0

1]
3
e

513
\—/

=1
T
(e)

(@)
T1S
S&

+
+
s
[\
=
QU
S
S—
N
Py
R
o N
—_—
o
=
+
DN
=
QU
S
&
o~
(oW
N
\—/
3
T
(@
N

Para simplificar a notacdo um pouco, fagamos

4y
ki = = +ky,
1 T() 2
ky = ky + —2—;
2R, T,
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entao,

m fo'e) z m—1
Ry =m (@) GT(;}/ e iz (/ ekl dgv) dz
Up z=0 {=0
m o m—1
=m ( puo ) O'T(f/ e k? (1 - e_kzz) k, dz.
uok: z=0

Agora nos fazemos a mudanca de variaveis

t = e ke

dt = —k,e 2% dz,

e obtemos
0 k_ _
= m( ) O'T (e_kzz) N (1 - e_kzz)m 1k2 (—e_kzz) dz
upks z=00
1 %
= (pvo ) té‘l (1-1)"! dt
upks t=0

m
B|— T, .
[ (“osz TO) (kz’m)]cy °

eac

No SI, a equagdo de Brutsaert é

e 1/7
M:&M(i) .

Efeito da nebulosidade sobrea a irradiancia atmosférica.

A irradiancia atmosférica aumenta na presenca de nuvens. Uma forma de
considerar esse efeito é propor

Ra = ¢Rac’

onde ¢ é alguma fun¢do de um indice de nebulosidade. A equacéo de Bolz,
em termos da cobertura de nuvens c, é

¢ =1+0.22¢° (3.8)

A nebulosidade é reportada em estacdes meteorologicas operadas manu-
almente em oktas, ou oitavos de céu coberto por nuvens Wikipedia (2019).
Quando ¢ nao esta disponivel, um substituto é

c=1-n/N, (3.9)

onde n e N foram definidos acima. Da mesma forma que a equacgio de
Prescott, o par de equagdes acima sé pode ser usado para produzir esti-
mativas médias diarias.

Equacdes mais recentes tém sido desenvolvidas para estimar ¢ em
escala horaria, e podem ser encontradas, por exemplo, em Duarte et al.
(2006).
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Radiacao emitida

Finalmente, a irradiancia emitida pela superficie (quando esta esta a tem-

peratura Tp) é

R, = eaTy,.

A tabela a seguir da as propriedades radiativas de diversos tipos de

superficie:

Propriedades radiativas de diversas superficies Fonte: Brutsaert (1982),
Garratt (1994), Oke (1987) e Stull (1995)

Superficie Tipo Albedo  Emissividade

1. Solos Escuro e saturado 0,05 - 0,15 0,98
Areia, saturado 0,15 - 0,25 0,98
Argila, saturado 0,15 - 0,20 0,97
Areia, seco 0,20 — 0,40 0,95
Argila, seco 0,20 - 0,35 0,95
Deserto 0,20 — 0,45 0,84 - 0,91

2. Vegetacao

2.1 Florestas Tropicais 0,07 - 0,15 0,97 - 0,99
Coniferas 0,10 - 0,19 0,97 - 0,99
Deciduas, caducas 0,14 - 0,20 0,96 — 0,98
Cobertas de neve 0,20 - 0,30 0,97 - 0,99

2.2 Agricultura Pomares 0,15-0,20 0,96 — 0,97
Soja, batata, alfafa... 0,15-0,25 0,97 - 0,98

2.3 Rasteira Tundras, gramineas 0,18 - 0,25 0,90

2.4 Cerrado Campinas, padrarias 0,20 - 0,30 0,90 — 0,95

2.5 Grama e capim Alto e médio 0,15-0,30 0,90 - 0,95
Baixo 0,15 -0,25 0,90 - 0,95

3. Oceano e lagos  Pequeno angulo zenital 0,03 - 0,10 0,92 - 0,97
Grande angulo zenital 0,10 - 1,00 0,92 - 0,97

4. Neve Recente 0,65 — 0,95 0,95
Velha 0,45 - 0,65 0,90

5. Gelo Calotas polares 0,30 - 0,45 0,92 - 0,97
Geleiras 0,20 — 0,40 0,96

6. Construgoes Area urbana 0,15 0,85 - 0,95
Asfalto 0,05 -0,15 0,95
Concreto 0,15 - 0,37 0,71 - 0,90

A tabela a seguir mostra alguns valores anuais de a, b que tém sido
utilizados em diversos estudos no Brasil.

Valores dos parametros a, b da equagao de Prescott para varias
localidades do Brasil. Fontes: Vianello e Alves (1991), Tubelis e
Nascimento (1984), Laperuta et al.(1997), Silva et al.(1997), Reis (1996).
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Localidade Lat. Long. a b

Bagé RS 31°20"S 54°06°O 0,250 0,380
Botucatu SP 22°52'S 48°26' 0 0,244 0,471
Brasilia DF 15°47"S 47°56’ O 0,279 0,459
Campinas SP 22°53'S 47°04’0 0,230 0,560
Cananéia SP 25°00"S 47°55" O 0,214 0,852

Caxiasdo SulRS 29°11"S 51°1270 0,250 0,530
Encruzilhada do 30°31"S 52°30°0 0,230 0,540

Sul RS

Estado de Sao 0,240 0,580
Paulo

Estado do Rio 0,230 0,460
Grande do Sul

Fortaleza CE 03°43’S 38°32°0 0,270 0,360
Irecé BA 11°19’S 41°5270 0,330 0,330
Joao Pessoa PB 07°07"S 34°52”0 0,280 0,360
Mococa SP 21°28’S 47°0000 0,400 0,410
Monte Alegre do 22°40’S 46°40'0 0,190 0,610
Sul SP

Paulo Afonso BA 09°21"S 3815 O 0,310 0,330
Passo Fundo RS 28°15’S 52°24°0 0,180 0,400

Pelotas RS 31°45"S 52°190 0,350 0,460
Petrolina PE 09°23’S 40°29 0 0,330 0,410
Pindamonhangaba 22°53’S 45°27°0 0,280 0,560
SP

Piracicaba SP 22°42’S 47°38 O 0,180 0,620
Presidente Pru- 22°077S 51°22°’0 0,190 0,390
dente SP

Propria SE 10°12’S 36°52"0 0,320 0,370
Rio Grande RS 32°31"S 52°05° O 0,160 0,690
Salvador BA 12°58S 38°3170 0,290 0,390
Sao Luiz MA 02°32"S 44°18 O 0,260 0,330
Sdo Luiz Gonzaga 28°24'S 54°5770 0,300 0,290
RS

Serra Azul MG 19° 58S 44°21"0 0,234 0,377
Teresina PI 05°05’S 42°48 O 0,310 0,370
Vigcosa MG 20°45’S 42°53' 0 0,230 0,376

Agora, o balanco de energia na superficie é dado por
Row=H+LE+G+D.

O indice 0 de R, é uma novidade e indica que a superficie encontra-se
a temperatura real Tj. Esta equacgio define os processos fundamentais de
troca de energia na superficie. A radiacdo liquida é repartida entre o fluxo
de calor sensivel (H) que vai aquecer o ar; o fluxo de calor latente (LE)
responsavel pela mudanca de fase da agua liquida em vapor na superficie;
o fluxo de calor pelo fundo do volume de controle subsuperficial (G); e o
termo D de aquecimento/resfriamento do volume de controle. Em terra,
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podemos considerar um volume de controle subsuperficial de espessura
infinitesimal, e desprezar D; em lagos, D representa o aquecimento/res-
friamento das aguas do lago, e G é o fluxo de calor através do fundo do
lago, sendo muitas vezes desprezado. Quando G nédo é medido em terra, é
comum adotar-se as seguintes simplificagdes (Brutsaert, 1982; Stull, 1995):
a nivel horario,

G~ 0.3Rn0;

a nivel diario ou sobre escalas temporais maiores, G tende a ser uma ou
mais ordens de grandeza menor que os demais termos da equagao de ba-
lanco de energia, e consequentemente pode ser desprezado (Brutsaert,
1982). Finalmente, para calcular D em lagos, é preciso levar em conta
os seguintes fatores (Dias e Reis, 1996):

1. é preciso usar o teorema do transporte de Reynolds para calcular o
balancgo de entalpia armazenada na agua a partir de perfis de tem-
peratura da agua sucessivos no tempo;

2. a sua importancia é tanto maior quanto mais fundo for o lago —
para lagos muito rasos, D pode ser desprezado;

3. a profundidade também afeta o intervalo minimo de tempo neces-
sario entre medicdes sucessivas para que a estimativa de D seja acu-
rada.

Para o caso simples em que a adveccdo de entalpia ndo é importante, e os
niveis do lago no inicio e no fim de um periodo At entre duas medicoes
sucessivas de perfis de temperatura da agua nao sao muito diferentes, Dias
e Reis obtiveram

(D) ~

/z pwew [T(z,t + At) — T(z,1)] A(z) dz,

AsAt J,,

onde (-) indica uma média de D sobre At, c,, é o calor especifico da agua
(Jkg ' K1), A(z) é a curva cota-area, z é o minimo entre os niveis inicial
e final do reservatorio, z; ¢ a cota do fundo e T(z,t), T(z,t + At) sdo os
perfis de temperatura da agua.

A temperatura da superficie Ty pode ser medida quando a superficie
for liquida. Sobre superficies terrestres, a temperatura da superficie é um
parametro cuja defini¢do é problematica, ja que a “superficie” é formada
por folhas, galhos, solo nu, etc., entremeados pelo ar. Algumas alterna-
tivas para eliminar a temperatura da superficie das equagdes serdo men-
cionadas na sequéncia, principalmente em relagio a equacdo de Penman.
Com os termos do balanco de energia estimados (de alguma forma), duas
grandezas adimensionais importantes sao a Razdo de Bowen

H
Bo = —
LE
e a Fracdo Evaporativa
LE
Fe= ———.
Ry—-G-D
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Reparticio de energia e importancia da evaporacio e evapotrans-
piracao

A razdo de Bowen e a fracdo evaporativa dependem fortemente do tipo de
superficie e do estado de umidade do solo. Quando h4 umidade disponivel
na superficie, a radiacdo liquida tende a ser utilizada para evapo(transpi)racao,
e LE torna-se bem maior que H. Quando a umidade fica restrita, a pro-
porcédo de H no balancgo de energia aumenta (Brubaker e Entekhabi, 1995,
1996). Desta forma a razdo de Bowen é pequena para superficies liquidas,
florestas timidas, etc., e bem maior para campos ou solo nu com pouca
umidade. Um outro aspecto que merece nota é a importancia da evapora-
cdo/evapotranspiracdo no ciclo hidrolégico como um todo: note na tabela
a seguir que mais de 50% do que chove sobre os continentes retorna a
atmosfera por evapo(transpi)racdo. Note também dois outros fatos signi-
ficativos: a América do Sul é extraordinariamente mais bem provida de
chuva do que os outros continentes, o que certamente tem a ver com a
Amazonia; e em continentes com vastas areas de deserto (Africa e Ocea-
nia), a relacdo E/P tende a ser maior (o que ¢ intuitivo).

Precipitacio e evaporacgio continentais Fonte: Brutsaert (1982)
Europa Asia Africa Am.N. Am.S. Oceania

P(mm) 734 726 686 670 1648 736

E(mm) 415 433 547 383 1065 510

E/P 0.57 0.60 0.80 0.57 0.65 0.69

A tabela acima deve ser encarada com circunspeccio, por se tratar de
uma média sobre cada continente. Os valores individuais de E e P podem
variar significativamente no espago, mesmo sobre uma regidao do tamanho
do estado do Parana. Segundo Dias e Kan (1998), E/P é da ordem de 0,5 na
bacia do rio Jangada, tributario do rio Iguacu, ao Sul do Estado do Parana,
onde a precipitacdo é bem distribuida ao longo do ano, e a umidade e
nebulosidade sio altas; na bacia do rio das Cinzas, no norte do estado,
E/P ~ 0,25 (embora nédo se possa eliminar totalmente a hipotese de que
haja perdas subterraneas, que distor¢cam a estimativa de E por balanco
hidrico).

3.10 Os fundamentos fisicos dos métodos de medicao
de evaporacao

Balanco de massa

Considere um volume de controle dentro do qual a massa de agua arma-
zenada é S. Se Q, é a vazdo liquida efluente, P é a precipitacgio e E a evapo-
ragdo/evapotranspiragio através da superficie superior de area horizontal
A,

B p-r-0

ar = '

O balan¢o de massa é rotineiramente aplicado, embora ndo sem al-
guns problemas, em lisimetros e tanques evaporimétricos. Ele também ¢é
utilizado em agrometeorologia para determinar a necessidade de irriga-
c¢ao dos solos a partir de estimativas da evapotranspiracio, e é a base para
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estimativas climatologicas de longo curso da evapotranspiracdo de bacias
hidrograficas (chegando a escala continental) a partir de registros de pre-
cipitacao e vazdo. De fato, integrando-se a equagio de balanco de massa
(ou hidrico) ao longo de um tempo suficientemente longo, o termo de ar-
mazenamento torna-se desprezivel, e é possivel explicitar E em fung¢io de
PeQ.

Medicao de covariancias turbulentas (Eddy covariance)

O método s6 pode ser aplicado, como diz o nome, se levarmos em
conta a presenca da turbuléncia no ar. Para uma grandeza qualquer a
(a velocidade u horizontal, a velocidade w vertical, a densidade de vapor
d’agua p,, etc.) nos utilizaremos a decomposicéo de Reynolds,

a=a+d,

E precisaremos utilizar (em geral implicitamente neste curso, para néo
irmos a fundo demais nas questdes) os postulados de Reynolds. Esses pos-
tulados estdo ligados ao calculo de médias. Tipicamente, utilizaremos

a =0,
ab #0 (em geral),
d_ da

FTFTA
etc. Note que no restante do texto quando nos referimos a uma gran-
deza meteorologica nés ndo usamos as barras! Por exemplo, a equacdo
de Penman se aplica (estritamente) em nivel horario ou sub-horario. No
entanto, nela o simbolo u signfica a velocidade média do vento durante
(digamos) uma hora, enquanto que aqui estamos explicitando essa média,
e escrevendo u.

A figura a seguir mostra a esséncia do método de medi¢ao de covarian-
cias turbulentas. Nos vamos ilustra-la para diversos pares de grandeza in-
tensiva <> grandeza extensiva (Fox e McDonald, 1981) (identificadas pela
grandeza extensiva na lista a seguir), a saber: a massa de ar seco, a massa
de vapor d’agua, a massa de CO,.

N

<
N N

L

Mass balance to a virtual “box” (a control volume) of a height z, over a
homogeneous surface of length L throughout in the wind direction.

Para o volume de controle 4 mostrado, limitado pela superficie fe-
chada .”, a equacdo de balanco de massa de um gas atmosférico cuja con-
centracdo é c é

/stV—‘?{(n-jc)dS:ﬁ‘/pch+7§ pe(n-u)ds. (3.10)
@ K% ot Jg 5%
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Em (3.10), j. é vetor o fluxo difusivo de massa do gas c na superficie
de € e s, sdo as fontes de producdo do gas c no interior de € (por exem-
plo, producéo de CO, pela respiracdo noturna das plantas). Estes termos
formam o fluxo total do gas c para dentro do volume %"

F. = / sch—j{ (n-j.)ds. (3.11)
€ 7

Para prosseguir, é preciso levar em consideragdo a composi¢do gasosa
da atmosfera, e a importancia das contribuicdes para as fontes e os fluxos
difusivos na fronteira de ¥. Considere a atmosfera constituida essenci-
almente por 3 componentes. A parte “seca” é formada principalmente
por O; e Ny, sendo considerada como se fosse um gas com constante
Ry = 287,05 Jkg ' K™! (a constante de gés para ar seco). A componente
umida é vapor d’agua H,O, cuja constante de gas é R, = 461,52 J kg ' K.
Considere agora uma terceira componente, formada por um gas de efeito
estufa. Para fixar idéias, suponha CO,, cuja constante de gas é R, =
188,92J kg ' K. A densidade do ar é a soma das densidades de cada com-
ponente:

p = pd+ po+ pe, (3.12)

onde py é a densidade do ar seco, p, é a densidade do vapor d’agua, e p,
é a densidade do CO,. Da mesma forma, os fluxos difusivos e as fontes se
somam:

S =S84+ Sy, + S, (3.13)
j jd +jv +jc' (314)

Para o ar seco, s; = 0, j; = 0 (Finnigan, 2009). Segundo Lee e Massman
(2011), esta hipotese é uma novidade fundamental da teoria proposta por
Webb et al. (1980). Expandindo a derivada em relagdo ao tempo em (3.10),

dpe
Z, :/ P dV+y§pc(n-u)dS. (3.15)
v Ot S

O termo envolvendo a adveccdo de massa através da superficie de controle
deve ser contabilizado para cada uma das superficies ©, @ e ®:

b Za

/ pe(n-u)dS =— / / peu(x =0,y,z,t)dzdy, (3.16)
@® y=0 Jz=0
b Za

/ pe(n-u)dS =+ / / pu(x =L,y,z,t)dzdy, (3.17)
® y=0 Jz=0

L b
/ pe(n-u)ds =+ / / pew(x,y,z = z4,t)dy dx. (3.18)
® x=0 Jy=0

Considere agora a média de (3.15), indicada por uma barra. Utilizando as
propriedades de comutacdo da média com a derivada,

Z, = / 9 4v + }{p(n -u)dS. (3.19)
v Ot S
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Note que .%, é uma taxa de transferéncia de massa para dentro de %, em
kg.s™! no SI Se o escoamento for homogéneo em x e em y, entdo

[peul(x = 0,y,2) = [peul(x = Ly, 2), Vy,z (3.20)

Observe que isso é valido apenas na média; prosseguindo,
pe(n-u)dS + / pe(n-u)dS = 0. (3.21)
Js A

A hipétese de homogeneidade horizontal também implica que [pw](x, y, z =
z,) € independente tanto de x quanto de y, de forma que

/ / wl(x,y,z = z,)dydx = [pC |(z = z,)bL. (3.22)
x=0

Para a densidade média p. a hipotese de homogeneidade horizontal
leva a

P = el 1), (3.23)
onde (3.15), com o uso de (3.21) e (3.22), reduz-se a

_ ope
:z=bL/' L gz + bifpewl(e = 2,)
0

o
—eeh= [P da Tl = 2 (3.24)
0
onde F, é o fluxo especifico (fluxo por unidade de area da superficie) de
massa do gas. O termo transiente é mantido em (3.24) para permitir uma
analise de sua importancia, que se segue agora.

Pelo Teorema do Valor Médio do Calculo Diferencial e Integral, se 0 <
Z¥ <z,

0 -
F.= at {2ape(2")} + [pew](z = 24). (3.25)

O termo transiente pode ser desprezado se

{,Dc(Z )} < [pew ](Z = zg); (3.26)

neste caso, obtém-se a equagido padrdao do método de covariancias turbu-
lentas para o fluxo superficial do gas c:

F, = Tpewl(z = 2a). (3.27)

Observe como a escolha de z, é crucial: quanto maior o seu valor, mais
importante se torna o efeito de dp./dt; como é de se esperar que o valor de
pc evolua ao longo do tempo em fungéo inclusive do proprio fluxo super-
ficial F,, ndo é realista admitir que o termo transiente seja identicamente
nulo em uma atmosfera real; a rigor, é uma combinacdo de um valor pe-
queno para a derivada temporal com uma altura de medicéo “baixa” (além
é claro da hipotese de homogeneidade horizontal) que garante que (3.27)
nos da um valor acurado de F, na superficie.
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Como vimos acima, para o ar seco .-%; = 0, donde (3.27) com ¢ = s leva

4 = 0 = [pawl(z = za). (3.28)

Esta é uma hipotese fundamental na dedugio da correcio WPL (Webb
et al., 1980), que no entanto é mencionada de passagem naquele artigo.
Neste texto, (3.28) é deduzida rigorosamente a partir das hipoteses de ho-
mogeneidade horizontal e de estacionariedade e do balanco de ar seco
para um volume de controle, da mesma forma que em Finnigan (2009), e
Lee e Massman (2011).

Debaixo das mesmas hipoteses de homogeneidade e estacionariedade,
os fluxos especificos (i.e., por unidade de area) de massa de vapor d’agua
e massa de CO, sdo

_ Py
E= oL [Pow](z = 2,4),

_ e T _
F= DL [pew](z = z4).

Além dos fluxos de massa descritos acima, sdo também imprescindi-
veis em medi¢des micrometeoroldgicas os fluxos de quantidade de movi-
mento,

T=E—[uw](z—z) (3.29)
T bL p o en ’
e o fluxo de calor sensivel
Z,
H= b—L" = [pe,wh](z = z,), (3.30)

onde 0 é a temperatura potencial.
Em nome da simplicidade, daqui por diante omitiremos o nivel de me-

digdo; assim, por exemplo, escreveremos p,w em lugar de [p,w]|(z = z,).
Teoria de Similaridade de Monin-Obukhov

Hipoteses basicas:

« O escoamento médio é estacionario:

a()
— =0. 3.31
Er (3.31)
« O escoamento é unidirecional:
u=(u,00), v=w=0. (3.32)

+ O escoamento médio é homogéneo em x e y:

==y (3.33)
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Nestas condicdes, a advecgao local de qualquer grandeza na direcdo x
é nula (homogeneidade horizontal)

_00) _
O0x
Do ponto de vista de Teoria de Turbuléncia, os fluxos superficiais sdo
covariancias turbulentas, proximo a superficie, em que uma das variaveis
é a flutuacdo da velocidade vertical w:

0. (3.34)

T = pul = —pwi

H = pcyu.0, = m
E = pu.q. = puw

H, = peptnfo. = peywby,

F = pu.c. = p;w

Surgem diversas escalas turbulentas: a velocidade de atrito u,, a escala
de temperatura 0., a escala de umidade especifica g., a escala do gas c c.
e a escala de temperatura virtual 6,., associada ao fluxo de calor sensivel
virtual H,.

A TSMO postula que as variaveis na camada superficial devidamente
adimensionalizadas pelas escalas acima, e pela distancia ao plano de des-
locamento zero z —d, sdo funcoes da variavel de estabilidade de Obukhov,

[ = z—d  kg(z—d)0,.

LO g_vu*z

¢ é uma medida da importancia da producdo térmica de turbuléncia em
relacdo a producido mecanica.

A camada superficial (CS) é a regido dentro da camada-limite atmosfé-
rica onde, grosso modo, os fluxos superficiais 7, H, H,, etc., sdo aproxima-
damente constantes em z. Em outras palavras, em principio, medi¢des de
covariancias turbulentas dentro da CS produzem os fluxos superficiais. A
CS possui varias sub-camadas: a sub-camada interfacial, a sub-camada de
rugosidade, a sub-camada dinamica e a sub-camada dindmico-convectiva
e a sub-camada de conveccao livre local. Esta ultima, dependendo do au-
tor, pode ser ou ndo considerada parte da CS. A nomenclatura também va-
ria de acordo com o autor. As 3 primeiras classificacdes sdo razoavelmente
universais (Brutsaert, 1982; Garratt, 1994); o termo sub-camada dindmico-
convectiva deve-se a Kader e Yaglom (1990); o termo sub-camada de con-
veccdo livre (ou camada, dependendo de ela ser ou néo considerada parte
da CS) deve-se a Wyngaard et al. (1971). Remetemos o leitor a estas refe-
réncias para os detalhes das diversas sub-camadas da CS.

A CS ¢é instavel quando ¢ < 0, e o termo de empuxo contribui para
produzir turbuléncia. A CS é estavel quando { > 0, e este termo ajuda a
destruir turbuléncia. Ela é neutra quando ¢ = 0.

Isto serve de ilustracdo (mas ndo como demonstragdo) do seguinte
fato: a Teoria SMO prevé que todos os momentos de flutuagdes turbu-
lentas quaisquer, devidamente adimensionalizados pela combinacdo ade-
quada de z, u., 0., g, O, e c., sdo funcdes da variavel (aqui tomada como
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independente) {. Para os gradientes das grandezas médias, (momentos de
ordem 1) essas func¢des sio

kzdu szé_ E@_ ﬁﬁ_
& $:(), A Pr({), oz $e(0), Gz ¢r({).

O uso da derivada ordinaria d/dz nas equacdes acima, em lugar da de-
rivada parcial, simplesmente indica que consideramos que o escoamento
é estacionario e homogéneo na horizontal, de forma que a tnica variavel
independente (do ponto de vista estatistico da turbuléncia) é z.

Integracao dos gradientes adimensionais As equagdes acima, que
definem os gradientes adimensionais ¢ de Monin-Obukhov, sdo equiva-
lente a postular difusividades turbulentas. Considere por exemplo um
escoamento turbulento numa camada-limite com estratificacao de densi-
dade. A difusividade turbulenta da quantidade de movimento, K, é defi-
nida por analogia com a difusividade molecular como
e du
7= pKe

Segue-se que a difusividade turbulenta é

K: = k(z = d)u./$:().

Considere agora o caso para o perfil de velocidade média horizontal u
eé‘/:O(LO :+OO):
kz du

s $-(0) =1

onde o valor ¢.(0) = 1 é o obtido classicamente em escoamentos turbu-
lentos nao-estratificados (Brutsaert, 1982). Integrando,

dz _ du

z—d  u.

=d  dx _u

/x:d+z0, x—d KU_*
u 1. z-d

— =—1In

U, K 207

Note que a integral sobre z tem limite inferior d + z,,, e ndo d, porque
a relacdo fluxo-gradiente vale apenas na regido “inercial” CS, deixando de
valer na sub-camada rugosa imediatamente acima da superficie. A cons-
tante de integracdo zo, ¢ chamada de comprimento de rugosidade para
a quantidade de movimento. Ja vimos o analogo disso em hidraulica de
canais!!!

A equacao (??) é o bem conhecido perfil logaritmico de velocidade que
aparece em camadas-limite turbulentas sem estratificacdo de densidade.
Claramente, ¢,({) “corrige” este perfil para estratificacdo nao-nula ({ #
0).
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O procedimento geral de integracdo para o caso { # 0 é o seguinte:

kz du
=260,
k{du
wdl $:(0),
d{  du
¢T(§)? = Ku_*’
& ¢T(X) dx _ az —a1
/51 x - T

para {1 < (5. Se
®:(¢) = / —¢T(’;) dx,

Uy — U
D (2) — - (¢1)

Analogamente, integrando-se os gradientes adimensionais de tempe-
ratura, umidade especifica e de um gas qualquer,

U, = K

6 = x 0, -0,
Or(L2) — Pu(1)’
g = K E11 _212
Op(L2) — Pe((1)’
e, = C1—C2

“or (@) - 0r (1)’

Da mesma forma que no caso de uma atmosfera neutra ({ = 0), as
relagdes logo acima nio valem para z — d = 0. Assim, quando o nivel “1”
for a superficie, usa-se z;1 —d = zo;, 21 —d = zoy, z1—d = zog € z1 —d = zyF,
respectivamente.

E costumeiro supor ¢y = ¢r = ¢r na Camada Inercial. A igualdade
das difusividades turbulentas de calor e vapor de agua foi suposta expli-
citamente pela primeira vez no contexto micrometeoroloégico por Bowen
em 1926 (Bowen, 1926; Brutsaert, 1982), e constantemente usada desde
entdo, mas esta hipotese so veio a ser provada por Hill (1989) por meio de
analise dimensional, e Dias (1994) e Dias e Brutsaert (1996) a partir das
equacoes de balango de covariancias turbulentas para o caso de turbulén-
cia homogénea na vertical.

No que se segue, vamos supor que as fun¢des de similaridade ¢ para
calor e vapor de agua sdo sempre idénticas, i.e: ¢y = ¢ = ¢r. Es-
tritamente falando, zoy, zop € zor ndo sdo iguais (Brutsaert, 1975b,c) no
entanto, vamos supor neste texto que eles sdo suficientemente proximos
(zom =~ zop = zoF) para efeitos praticos.

Formulas classicas da TSMO  Os perfis classicos para a velocidade u e
escalares (0, g, ¢) mais utilizados talvez sejam os de Businger-Dyer (Brut-
saert, 1982). Para condig¢des instaveis ({ < 0):

¢% = pr = ¢ = ¢r(1 — 160)*/2
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e para condigdes estaveis ({ > 0):

$r = ¢u =g = ¢r =1+ 5¢.

Embora haja alguma discussdo sobre os valores das constantes e mesmo
a forma destas funcdes, elas ainda representam um consenso razoavel;
uma revisao recente dos perfis ¢ em moldes mais classicos similares aos
deste texto pode ser encontrada ainda em (Hogstrom, 1988). Estimulado
pelos achados de Kader e Yaglom (1990), Brutsaert (1992) sugeriu, por
exemplo, novas formulac¢des para condicdes instaveis. Em condigdes es-
taveis, Cheng e Brutsaert (2005) também reavaliaram as funcdes de simi-
laridade utilizando dados do experimento CASES-99.

Note que numa atmosfera neutra { = 0, donde ®,(0) = Py(0) =
®r(0) = ®p(0) = —o0. Isso dificulta a utilizacao das equacdes envolvendo
os ®’s, por causa da singularidade no denominador. E preferivel entdo
trabalhar com funcdes ¥ que definem o desvio de %, 6 e § em relacdo aos
perfis logaritmicos devido a estabilidade { # 0:

¥ = / %d{ = Inj¢] - 9(0).

Comecando com ¥,

{1_(1_ -1/
() = / Ll U L A

é/O T u

_/5[1 1
“Jo lu w(1 - 16u)1/

Para calcular a integral, faca

- x* u’

x = (1-16u)"% x* = (1-16u); =u; du = ——dx;
16 4

(3.35)

a=(1-16)"  b=(@1-160)Y4 (3.36)

b 3
16 16 X
¥, () = - -——\d
© ‘/a[l—x4 x(1—x4)]( 4) *
b
x 1
=4 —_ 3d
A[x(x‘*—l) x<x4—1>]" i
b 2
4 —
:/ (x4 1)x dx
a x* -1
/” 2x 2 2
= - +
. |xX2+1 x2+1 x+1
b
= In(x* + 1) + 2In(x + 1) — 2arctg x| .
a

Fazendo a ~ 1:
¥, (b({)) = In(b? + 1) + 21In(b + 1) — 2arctg b — [In(2) + 2In(2) — 2 arctg(1)]

b +1 b+1 n
+21nT — 2arctgb + >

=1In
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Note que ¥;(b =1) = 0.

Para ¥y:
$1-(1-16u)"1/2
é/OT u

£11 1
[t
o LU u(l = 16u)1/?

Utilizando a mesma mudanca de variaveis,

b1 16 16 x3
0= [ |5 ) ()
b
:4/ i

X 1
x*(xt=1) x%(x*-1)
b 2
4(x—1)x
a x*—-1
b

]x3dx

=2In(x* + 1)

Fazendo a ~ 1:
b +1
Yu(b({)) =2In 5

Note que, novamente, temos ¥y (b = 1) = 0.
Finalmente, em condicOes estaveis,

{1-(1+5
Yo HEF = /g Mdg
0

4
= —5(¢ = {or.0H,0E0F) & —5(.

Desta forma, as equacdes que prognosticam as escalas turbulentas pas-
sam a ser escritas como

Uy = K 2kl

In &~ [¥:(&) — %))
0. =k 51 — 52

In &~ [¥1(Z2) - (&)
gu = K 99 ,

ln% = [¥e({2) — Ye({1)]
6 = €1 —C2 '

ln% - [‘*I’F(évz) - \PF(QVI)]

Junto com a variavel de Obukhov, que define Ly em termos de u., 6., g.
e ¢4, as equacOes acima fornecem um sistema nao-linear nas variaveis u,,
0+, gs, ¢« € Lo, que pode ser resolvido iterativamente a partir da medicao
dos perfis médios u(z), 0(z), q(z) e ¢(z). Em geral, isto é feito postulando-
se |Lo| = +oo inicialmente, donde ¥, i g r = 0; com os valores de u,, 6. e
g obtidos dos perfis logaritmicos iniciais, recalcula-se Lo e entéo {3, (s,
que podem ser utilizados numa nova estimativa das escalas turbulentas,
e assim sucessivamente até que o processo convirja.
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O método fluxo-gradiente Asequacdes de transferéncia obtidas acima
quantificam os fluxos em func¢do de diferencas de velocidade do vento,
temperatura, umidade especifica e concentracdo massica de um gas en-
tre a superficie e um ou mais niveis de medigdo. No6s vamos supor que
a temperatura 0,, a umidade especifica q,, € a concentragdo massica ¢,
sdo medidas no nivel z,, enquanto que a velocidade do vento u; é medida
no nivel z;. O indice 0 (como sempre) indica a superficie. Nesse caso, as
equacoes de transferéncia ficam

r =pC; Uy,
H = pey,Cit @ (80— a)

E = pCr up (4y — q,) »
F = pCr up (¢o — Ca)

onde C;, Cy, Cg e Cr sdo coeficientes adimensionais de transferéncia (res-
pectivamente, de quantidade de movimento, calor, massa de H,O e massa
de um gas qualquer. O uso das equagdes de transferéncia acima para a es-
timativa de fluxos superficiais também é chamado muitas vezes de método
fluxo-gradiente.

As equagdes de transferéncia ndo sao diretamente aplicaveis em z = 0,
pois In 0 = —oo; assim, é preciso supor que os valores 4y = 0, 0o, q, € Co na
superficie ocorrem nos niveis dos comprimentos de rugosidade zy;, zog,
zog € zor. Para cada grandeza, tomamos entéo o nivel 1 como sendo igual
ao seu comprimento de rugosidade, e o nivel 2 como sendo igual ao seu
nivel de medi¢do. No nivel 1, os comprimentos de rugosidade sdo muito
pequenos, de forma que é razoavel escrever

207 Z0H Z0E Z0F

~ 0, — =0, — = 0, — = 0,

Lo Lo Lo Lo
donde
\I’Zﬁ ~ 0, ‘PZO—H ~ 0, ‘I’ZLE ~ 0, ‘I’@ ~ 0.
Lo Lo Lo Lo
Manipulando as equacdes, obtemos entao

2

_ K —9
[ln Zb—d _ ‘IJT (Zb—d):|
20t LO
K - =
H =, @ (00 - 8a)
[in 2t~ (450)] |1n 2t v (557 |
< (@~ .)
E=7 (@ - 0) »
—d —d a—d a—d
[in 2w (34 | [in 2t v (37 |
2
F=p— — - b (¢~ Ca).
zp— Zp— Za— Za—
[in 2t —w (450)] |n 2w (37|



A penultima equagéo acima é a “Lei de Dalton” Ela é mais comumente
escrita em hidrologia em termos da pressdo de vapor e em lugar da umi-
dade especifica g,

_0,622p K

p [mM_\I;T(zb—d)] [IHM_TE(%)]%(EO—EJ

207 Lo 20E

Esta equagdo deve ser comparada com as muitas formulas empiricas de
evaporacao do século XIX e da primeira metade do século XX, do tipo

E = (a + bu)(& — €,).

Do ponto de vista micrometeorologico, a nao possui significado fi-
sico (i.e.: ndo devia estar presente na equagao) se a equacao for usada em
escalas de tempo compativeis com a turbuléncia atmosférica, entre 30 mi-
nutos e 1 hora. Historicamente, entretanto, nota-se o uso indiscriminado
de equacdes do tipo acima para escalas diarias e mensais. Finalmente note
que, estritamente falando, b nio é constante; para alturas de medicéo z,
e z; fixas, e comprimentos de rugosidade idem (note que a rugosidade da
superficie pode variar sobre uma cultura agricola, ou com a direcdo do
vento), b ainda assim depende do comprimento de estabilidade de Monin-
Obukhov, que varia numa escala (semi-) horaria ao longo do dia.

3.11 Os métodos e modelos classicos de evaporacao eva-
potranspiracao

Nesta secdo nds abandonamos as barras sobre os simbolos que indicam

médias de Reynolds para as variaveis meteorologicas, e retornamos a uma

visdo mais “hidrolégica”.

Modelos

Transferéncia de massa A primeira tentativa de quantificar a evapo-
ragao a partir de superficies liquidas deve-se a Dalton, no que ficou conhe-
cido como “lei de Dalton”, e é modernamente denominado de equacdes de
transferéncia de massa e calor:

E= f(u)(eo - ea),
H = yLf@)(Ty - T.).

Acima,
__%p
Y= 622l

é denominada “constante psicrométrica” (ao nivel do mar, y = 66,5Pa K1),
¢, = 1005J kg™ K™ é o calor especifico a pressdo constante do ar. Note
que ha duas equagdes “irmas”, para o calor sensivel e o calor latente.
A equacdo de transferéncia de massa para E esta apresentada na forma
“classica” em que ela aparece em hidrologia. Note que, em unidades SI,
[f(u)] = kgm 25 !'Pa~!. E conveniente escrever f(u) numa forma que
permita comparagdes entre diversas formulacdes possiveis:

0,622p

fw) =

(ug + Cgu) = a + bu,
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onde p é a massa especifica do ar. As constantes a, b sdo a forma tra-
dicional de escrever a equagdo de transferéncia de massa em hidrologia;
up € uma constante com dimensao de velocidade, enquanto que Cg é um
coeficiente de transferéncia de massa de vapor d’agua adimensional.

Em micrometeorologia, constata-se que Cgndo é uma “constante”, mas
sim fungdo das rugosidades da superficie para quantidade de movimento
e escalares (temperatura e umidade), e da estabilidade atmosférica: isto
da origem ao método de calculo de fluxos médios sobre cerca de 30 min.
a 1 hora (H e E) por meio de medicao de perfis de temperatura e umidade
especifica, e do uso da teoria e das funcdes de similaridade de Monin-
Obukhov.

Em nivel didrio, ndo se tem uma idéia clara dos efeitos da estabilidade
atmosférica sobre os coeficientes a e b. Nas deducdes das equagdes acima
baseadas em analise dimensional, a = 0 (Brutsaert, 1982). Como estas
deducoes sdo validas apenas para a escala horaria, é possivel que b apa-
reca nas regressoes de valores diarios ou mensais dos parametros devido
a correlacoes entre u e ey — e, na escala horaria (Sellers, 1965).

Neste texto, n6s nos limitaremos a formulas em que (u, C) (ou a, b) sdo
constantes, por simplicidade. As maiores dificuldades para usar o método
de transferéncia de massa em aplicagdes praticas sdo o desconhecimento
de ey em terra, e a incerteza dos parametros a, b. A Tabela a seguir mos-
tra alguns pares de valores representativos, que podem ser tomados como
base em aplicacdes. Os coeficientes foram concebidos para uso sobre su-
perficies liquidas; existem também questdes sobre os pontos de medigao
de u e e, (Dias, 1986), que tornam a comparacao entre os valores mais di-
ficil. Quando se leva em conta velocidades médias diarias do vento nao
muito superiores a 5ms~!, os valores encontrados pelos diversos autores
ndo sdo muito diferentes, ou pelo menos estido dentro da mesma ordem
de grandeza.

Parametros do coeficiente de transferéncia f(u) (Dias, 1986)

Autor(es) Ano a(107%) b (107%) Observacio

Penman 1948 3.01 1.62

Harbeck 1962 0.00  0.002909[A/2]7%1 a 4rea do lago em m?
Sellers 1966 0.506 1.44

Kohler e Parmele 1967 1.57 1.35

De Bruin 1978 1.18 0.853

Morton 1983 10.0 0.00

A nivel diario, é valido calcular o coeficiente de transferéncia de massa
da lei de Dalton por meio de (Dias, 1996, eq. 103)

K2

CE = Ttz z00) In(za) 208)

onde k = 0,4 é a constante de von Karman; z;, é o nivel de medicdo da
velocidade u; zy; é o comprimento de rugosidade para quantidade de mo-
vimento; z, é o nivel de medigao de e, e zor € 0o comprimento de rugosidade
para vapor d’agua; este ultimo é bastante dificil de ser estimado, embora a
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hipdtese (errdnea) zop = zo; nao seja incomum, principalmente nos textos
mais antigos. Para uma descricdo de métodos de estimativa de zy; e zog,
veja Brutsaert (1975b,c, 1982).

Do par de equacdes de transferéncia de massa e calor obtém-se

Ty - T,

e —€q

Bo=y

A equacdo para a razdo de Bowen apareceu na década de 20; medindo-se
temperatura e umidade médias em dois niveis acima da superficie, radi-
acao liquida, variacdo da entalpia armazenada e fluxo de calor no solo,
pode-se estimar LE pelo método do balango de energia:

LE

= R, —G-D].
Bo+1[n0 ]

Modelos

Penman (1948) combinou as equag¢des de transferéncia de massa e de ba-
lanco de energia em um sistema em que as incognitas sdo a temperatura
da superficie Tj e a evaporacdo E, supondo que a superficie esteja satu-
rada: ey = e*(Tp), obtendo
a

Y
—2 [Rw-G-D]+
Aa+y["0 ] Aa+}’

LE, = Lf(u) (e —eq) -

A equacdo de Penman foi concebida para eliminar a dependéncia da
temperatura da superficie, que é um parametro dificil de medir sobre su-
perficies cobertas com vegetacdo. Por isto, Penman usou

Rua = R(1 — ) + €eR, — ean

em lugar de R,, o que pode introduzir um erro consideravel devido a di-
ferenca entre a temperatura da superficie e a temperatura do ar. Quando
medicoes de Ry estiverem disponiveis (o que é raro em registros histo-
ricos), deve-se usa-las na equagdo de Penman. Embora seja incomum,
pode-se explicitar Ty analiticamente no modelo de Penman, obtendo-se

[Rio — G — D] = Lf(u)(e; —e)
Lf(u)(Ag +y) '

Para tentar contornar o problema de calcular a radiacio liquida sem
conhecer a temperatura da superficie, Kohler e Parmele (1967) modifica-
ram a solucido de Penman por meio de uma expansio em série de Taylor
de R,y em torno de T:

T, =T, + (3.37)

Rpo ~ Ryq — 4€0T2,

obtendo

Ba [Rpe — G —D] + A
Ag+A- ™ Ay + A

LE; = Lf(u)(e; — eq)

com
4€O'T§’

Aoy —a
Y 0622Lf ()
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Da mesma forma que no modelo original de Penman, o modelo de Kohler
e Parmele admite uma solucao analitica para a temperatura da superficie:

[Rna — G — D] — Lf(u)(e; — eq)
Lf(u)(Ag + 1) '

Priestley e Taylor (1972) obtiveram uma relagdo empirica admiravel-
mente bem sucedida para a evaporacido a partir de superficies saturadas;
ao contrario do método do balanco de energia, que requer a medida de
To, eq, Ty, ou do modelo de Penman, que requer u, e,, T,, a equagio de
Priestley e Taylor utiliza apenas Ty (ou T,):

Ay
LE, = a;—>—[Ry— G—D], a =1,26.
Y

T, =T, +

A+

A derivada da pressao de saturagio de vapor d’agua deve ser avaliada
a temperatura da superficie: T, = Ty; na auséncia de dados de temperatura
da superficie, é possivel utilizar T,.

A equacdo de Priestley e Taylor pode ser reconciliada com o método
do balanco de energia: Dias (1988,1992) mostrou que o método do balanco
de energia pode ser escrito na forma da equagao de Priestley-Taylor, e que
na verdade o é uma funcio da temperatura da superficie, da temperatura
do ar, e da temperatura de bulbo umido T,,:

A equacio de Priestley-Taylor foi concebida para ser usada apenas quando
H > 0; nestas condicdes, pode-se mostrar que a equacdo acima produz
valores em torno da constante empirica 1,26 de Priestley e Taylor.

Monteith (1973) tentou generalizar a aplicabilidade do método de Pen-
man introduzindo o conceito de resisténcia estomatica rs, em linha com a
resisténcia aerodinamica r,, definidas por

E=l(e—e) —=flu)

Ts Ta
Note que para uma superficie saturada rs; = 0, e a 12 equacao acima produz

uma singularidade: E = 0/0. A equacéo resultante, de Penman-Monteith,
é

A *
LE, = —% [Ry, - G] + —
Ay +y* Ng+y*rg+rg

y*:y(1+ﬁ).

Ta

(e; — eq),

com

Em tese, conhecendo-se o valor correto de r. e r,, a equacdo de Mon-
teith produz o valor correto da evapotranspiracdo real que ocorre sobre a
superficie onde Ry, u, T, e e, sdo medidos. Modernamente, tem-se rela-
cionado r, com a umidade do solo s, grandezas atmosféricas e o indice de
area foliar IAF por meio de equacdes do tipo (Jarvis, 1976; Wright et al.,
1996; Noilhan e Planton, 1989)

Vomi *
re = %Fl(Rs)Fz(s)FS(ea — ea)Fu(To),
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onde r.min € uma resisténcia estomatica ou de cobertura minima. A forma
especifica de r, acima é a utilizada por Noilhan e Planton (1989). A maior
dificuldade de aplicar esta equacéo é a falta de informacdes sobre umidade
do solo.

Evapo(transpi)racao potencial

A rigor, a equagdo de Penman s6 se aplica sobre superficies saturadas;
no entanto, Rs, e;, T, e u podem ser medidos ou estimados rotineira-
mente. Este fato popularizou o costume de calcular as séries de E, com
dados medidos em estacdes meteoroldgicas. E muito comum na prética
da hidrologia considerar que estas séries representam o limite superior
para a evaporagdo/evapotranspiracdo de uma regido. Assim, a evapo-
ragdo/evapotranspiragao prevista pela formula de Penman é muitas ve-
zes denominada de evapo(transpi)racao potencial. Antes mesmo de Pen-
man, o conceito de evapotranspiracdo potencial havia sido definido por
Thornthwaite (Thornthwaite, 1948; Brutsaert, 1982):

Evapotranspiragao potencial é o fluxo de vapor d’agua a partir
de uma regido com ampla disponibilidade de agua no solo, que
nio limite a transpiracao.

Isto é ligeiramente diferente do conceito de evaporagio potencial (Brut-
saert, 1982):

Evaporacdo potencial é o fluxo de vapor d’agua a partir de
uma regido cuja cobertura vegetal tenha a superficie saturada.

No entanto, a equacao de Penman nao corresponde as defini¢des originais
de evapo(trans)piracdo potencial. De fato, quanto mais arida e quente for
a atmosfera de uma regido, maior tende a ser (e, —e,) e consequentemente
E,. Com isto, ndo é raro que E, seja maior que a radia¢édo liquida supondo
a superficie a temperatura do ar, R,,. A implicacido na equacido de balanco
de energia é que o fluxo de calor sensivel (potencial) associado, H,, deve
ser negativo. Esta situagdo é fisicamente irrealista: exceto talvez nos me-
ses de inverno em regides subtropicais, a média diaria do fluxo de calor
sensivel é sempre positiva (exce¢des sdo lagos ou oasis cercados por uma
regido quente). A condi¢do H > 0 é justamente a utilizada na equacéo de
Priestley-Taylor, que parece ser um limite superior mais coerente para a
maxima evapo(transpi)racido possivel a partir de uma regido com ampla
disponibilidade de 4gua. Nao obstante, a equag¢do de Penman continua a
ser um instrumento importante de trabalho de agronomos, agrometeoro-
logistas, meteorologistas e hidrélogos. Ela é fortemente correlacionada
com a evaporagdo que ocorre em tanques classe A, E4, sendo propostas
relagdes do tipo
Ep =a+ bEA.

E, certamente tem grande utilidade para determinar a evapotranspiragéo
de cultivos especificos, para os quais coeficientes entre evapotranspiracio
do cultivo e E, podem ser determinados por meio de medicdes in situ
para cada tipo de solo, cultura e época do ano. Por outro lado, a hipotese
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simplificada de que a evapotranspiracéo real é proporcional a evaporacao
de Penman pode levar a resultados claramente erroneos.

Uma outra utilidade da equacdo de Penman esta na relacdo comple-
mentar, proposta por Bouchet (1963), entre a evapotranspiragio real re-
gional, a evapotranspiracdo potencial (calculada pela equacdo de Pen-
man) e evapotranspiracdo de uma superficie com ampla disponibilidade
de agua (calculada pela equacdo de Priestley-Taylor) utilizada por Brut-
saert e Stricker (1979) em seu modelo de adveccao-aridez e por Morton
(1983a) em seu modelo CRAE:

E, + E, = 2E,. (3.38)

A complexidade do pacote radiativo e do calculo de evapotranspiracdo do
CRAE ¢ muito grande para descrevé-lo aqui; por outro lado, a aplicacdo
do modelo de Brutsaert-Stricker é imediata: E, é calculada com a equacdo
acima, E, com a equac¢do de Penman, e E; com a equacédo de Priestley-
Taylor; as estimativas de radiacdo liquida podem ser feitas com as equa-
coes de calculo de R, e R, apresentadas mais acima.

3.12 Linhas de acao para aplicacoes

Esta se¢do destina-se a definir linhas gerais de agcdo para os casos mais
comuns da pratica hidrologica.

Evapo(transpi)racao potencial em modelos chuva-vazao

Este é o caso mais simples. Modelos chuva vazao sempre requerem al-
gum tipo de dado de entrada climatolégico para auxiliar no calculo da
evapotranspiracdo. Tipicamente, utiliza-se evaporacdo em tanque classe
A, temperatura do ar, ou a evaporaciao de Penman ou Priestley-Taylor. Da-
dos de evaporagiao em tanque ou de temperatura sao obtidos diretamente
dos registros de estacdes meteoroldgicas. A evaporagio (“potencial”) de
Penman, ou a evaporagdo de Priestley-Taylor, foram descritas na segao
3.11.

As séries de evapotranspiracdo real e umidade do solo produzidas por
modelos chuva-vazido tém um potencial de uso em hidrologia; natural-
mente, deve-se sempre ter em mente que muitas vezes estes sdo valores
gerados pelo modelo sem calibracdo direta contra dados observacionais,
de resto muito raros.

Evapotranspiracio em parcelas

Por sua propria natureza, de areas bem delimitadas e culturas uniformes,
a evapotranspiracido de parcelas plantadas é mais facilmente mensura-
vel. Pode-se medir E diretamente, seja com medicdo de perfis, com o mé-
todo do balanco de energia-raziao de Bowen ou o método de medigéo de
covariancias turbulentas. Estas medidas diretas sdo entdo relacionadas
com alguma forma de “evapotranspiragdo potencial” ou “limite superior
de evapotranspiracdo” E,,, entre as quais pode-se citar:

« evaporac¢ao em tanque classe A,

+ evaporacao potencial de Penman,
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« evaporacao potencial de Thornthwaite (Vianello e Alves, 1991).

As relacdes entre evapotranspiracgdo real E, e os diferentes indices Egy,
sao do tipo
E, = K.Eqp (3.39)

onde K, é um “coeficiente de cultura”. A descrigao detalhada deste tipo de
metodologia esta fora do escopo do presente trabalho; o leitor interessado
pode procurar Withers e Vipond (1983).

Ao contrario de regides maiores, como bacias hidrograficas de 10km?
ou mais, ou grades de modelos de mesoescala (atualmente, cerca de 10 X
10km? ou um pouco mais), parcelas (assim como lagos) podem estar su-
jeitas a efeitos de “adveccdo local”. O caso mais notorio é o de uma regiao
com boa disponibilidade de umidade na superficie cercada por um ambi-
ente mais seco: o fluxo de calor sensivel sobre a parcela pode se tornar
negativo, aumentando a evapotranspiracdo (ou a evaporacao do lago) até
mesmo acima da radiacdo liquida. Parlange e Katual (1992) propdem um
modelo derivado do modelo de adveccao-aridez de Brutsaert-Stricker para
esta situacao.

Evapotranspiracio em bacias hidrograficas

Uma alternativa, naturalmente, é usar um modelo chuva-vazao. Uma van-
tagem desta abordagem é que um modelo bem calibrado deve conservar
massa quase perfeitamente; neste caso, as estimativas de E produzidas
pelo modelo em escala anual ou plurianual deverdo ser muito proximas
das estimativas por balanco hidrico.

Opcoes totalmente independentes do balanco hidrico sdo o modelo de
adveccdo-aridez de Brutsaert-Stricker, que pode ser integralmente repro-
duzido com as equacdes deste trabalho, e 0o modelo CRAE de Morton.

Modelos numéricos de previsdo do tempo e modelos climaticos, nas
escalas macro-a, macro-f e meso-a, tém calculado H e LE com esquemas
de transferéncia solo-vegetagao-atmosfera (SVATs) que procuram repro-
duzir com mais detalhe do que os modelos chuva-vazao tradicionais as
interacdes (e a componente biologica) do sistema solo-planta-atmosfera;
por exemplo, o SVAT utilizado pelo ARPS (Xue et al., 1995) é o proposto
por Noilhan e Planton (1989). O problema de utilizar SVATs para o calculo
de evapotranspiracdo em bacias hidrograficas é a sua grande demanda por
informacéo fisiografica, tal como o indice de area foliar ou o indice nor-
malizado de diferenca vegetativa (NDVI, em inglés), e a necessidade de se
conhecer a umidade do solo.

Em resumo, as op¢des para calculo de evapotranspiracio na escala da
bacia hidrografica (algumas dezenas de quilometros quadrados ou mais)
ainda sdo muito restritas. Sempre que possivel, deve-se comparar os re-
sultados obtidos com o balang¢o hidrico anual ou plurianual, para se ter
pelo menos uma idéia da tendenciosidade das estimativas.

Evaporacao em lagos

As duas dificuldades basicas para a obten¢do de boas estimativas de eva-
poragdo em lago sdo:

1. estimar corretamente D;
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2. estimar corretamente a razio de Bowen Bo.

Valores médios de D podem ser calculados com (??) a partir de perfis de
temperatura da agua. Na auséncia destes, ha apenas dois modelos na li-
teratura, segundo o conhecimento do autor, que produzem estimativas de
D: o CRLE (Morton, 1983b) e o modelo de Hostetler e Bartlein (1990).

Quanto mais fundo for um lago, mais importante sera o termo D no seu
balanco de energia. A escala minima razoavel para o calculo de D em lagos
com profundidade média de 10 m ou mais excede 15 dias. Para estimativas
de E baseadas no balancgo de energia, valores mensais de evaporagiao em
lago sao obteniveis, mas nao valores diarios.

A razdo de Bowen pode ser calculada explicitamente no método do ba-
lanco de energia quando ha dados de temperatura da superficie da agua e
temperatura do ar e umidade do ar representativos dos primeiros metros
da atmosfera acima da agua. Os dados meteorologicos devem ser medidos
no meio do lago, o que representa dificuldades logisticas consideraveis (ou
um alto custo com a instalacdo de bdias de medicdo automaticas), ou en-
tdo corrente abaixo (a “jusante”, a sotavento) do lago. E bom lembrar que
em geral as estacdes meteorologicas existentes nao estdo bem localizadas
em relacdo aos lagos para permitir a aplicacdo do método do balango de
energia. Existem também questdes de compatibilizacdo das escalas tem-
porais das medi¢cdes meteorologicas vis-a-vis o intervalo entre medicdes
sucessivas de perfis de temperatura da agua (Reis e Dias, 1998).

Mesmo que ndo haja medicdes adequadas de temperatura e umidade
do ar para a aplicagdo do método do balanco de energia-razao de Bowen,
ainda assim é possivel obter estimativas razoaveis de evaporacdo em lago
com a equacao de Priestley-Taylor, desde que se tenha confianca de que
os valores médios mensais de H sejam positivos. Portanto, a equacao de
Priestley-Taylor é uma boa alternativa em regides imidas. Em regides
aridas ou onde a temperatura do ar permaneca maior que a temperatura da
agua durante uma parte consideravel do ano, é preciso medir diretamente
a razdo de Bowen e aplicar o método do balango de energia.

3.13 Deducio das equacdes de Penman e Penman-Monteith
Penman
Considere uma superficie saturada de modo que

e = €.

Isso é essencial na deducao da equagdo de Penman. Em seguida reescreva
a equacdo de balanco de energia

LE =

R, — G],
1+Bo[ n0 ]

LE(1 + Bo) = Ry — G,

e substitua

T, - T,
LE+ LEy—— =Ry -G,
€, — €a
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e agora use a equacgdo de transferéncia de massa no segundo termo:

E = f(u) (e(’)k - ea) ,
3 TO - Ta

LE + yLf () (¢ ~ e0) o—2® = [Rg ~ G,
0 a

LE + yLf(u)(Ty - T,) = [Ryo - G,

Defina agora a diferenca finita

e, — e,
Nog = 2—24
Oa TO _ Ta
e substitua:
e, — €,
LE +yLf(u) = [Rno = G,
Oa
LE+ Lf(u)7— [(e} — e0) = (¢} — €2)] = Ruo = G,
Oa
LE+ LE-Z — L Lf(u)(e; = e0) = [Ruo ~ G,
AOa AOa
Nog + .
LE=L — L Lf(u)(e; - e2) = [Rno = G,
Oa Oa
Rearrume:
Agq +
LE=2L = [Ryg = G] + 2—Lf (u)(e; ~ ),
Oa Oa
AOa Y *
LE = Ry — Gl + L —eg).
o R = G+ L ~ €
As aproximagdes classicas da forma final da equagio de Penman sao
de*(T,
AOa ~ Aa = d,(T a)’
Ruo = Ryq.

Agora Ty ndo entra mais na equacao; somente Ty, e

A
LE, = —="[Ryo— G] + —
Ag+y Ng+y

Lf(u)(e, — eg).

Penman-Monteith

“Dentro” da vegetacédo, defina uma resisténcia estomatica r; e uma resis-
téncia aerodinamica r, via

%

(e5 — €o)
E=—"—7,

Ts
(eo — €q)
E = .

Ia

Rearrumando,

Ers = e — ey,

Erg = ey — eqg,
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Somando as duas equacdes acima,

E(rs +1a) = €5 — €q,
_ (63 7,
(rot +1a)
Voltemos a dedugio da equacdo de Penman, para modifica-la. A su-
perficie ndo esta mais saturada, de maneira que
TO - Ta

e —€q

Bo=y

A equacdo de transferéncia de massa tem a forma

€0 — €q
E=——,
Ta
e a combinacdo do método de transferéncia de massa com o método do
balango de energia agora produz

To—T
LE + Ly=—>—% = [Ry — G].
Ia

Note que ainda podemos substituir (T — T,) por (e; — e;;)/Aq, obtendo

e —
LE + Ly— = [Rno — G,
raAOa
L g *
LE + Ay . [(68 —ea) = (e, — ea)] = [Rno — G],
0ala
y L .
LE + — = [E(rs + o) — (e — €a)| = [Rno — G,
Oa 'a
s L
peiel (14 2)- Lo o) = (ro -0l
0a Ta 0a’a

Agora facamos

1 1lri+r,

Ta Tals +1g

_Istrg 1

" r, ri+r-a

_ (1 5) L
rgl rs+r—a

Substituindo,
r Y
LE + LE- (1+—S)—L(1+—s) (e; — eq) = [Rno — G].
AV Ia AV Ta) Ts a

Para tornar a notagdo mais compacta, defina

y*Ey(l+E)
ra
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e substitua:

Y

*

Y_* L (e; — ea) = [Rno — GI.

LE + LE— .
AV NoaTs + 14
Agora,
Ngq + }/* }/* L «
LE————— =R,y — G| + —e,),
= R G+ (e~ )
A * L
LE = %[Rno -G+ Y - (e — eq).
Nog +y Nog +y*rs+1y

Com as mesmas aproximacoes finais da equacao de Penman nds encon-
traremos
A, }/* L

R,, — G| +
Aa+y*[na ] Ng+yirs+r,

(62 — €g).
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Capitulo 4

Agua no solo

Os elementos importantes do ciclo hidrologico no solo incluem:
Infiltragdo O processo por meio do qual a agua entra no solo.
Percolagao E 0 movimento da agua dentro do solo.

A superficie freatica Uma ficgdo: a regido abaixo do qual a saturacdo é
100%, e que fica “visivel” quando cavamos um pogo, e
encontramos agua.

A franja capilar Segundo Chow et al. (1988), a regido saturada acima
da superficie freatica, devido a efeitos de capilaridade.
Isso esta de acordo com o glossario reunido por Loh-
man (1972), e signfica que existe uma regido acima da
superficie freatica que ainda esta saturada!

O escoamento subsuperficial Escoamento com componente horizontal no
solo na regido acima da superficie freatica.

O escoamento subterraneo Escoamento com componente horizontal abaixo
da superficie freatica.

_ Franja capilar

Infiltracdo
Superficie freatica

Escoamento subsuperficial

Y—/
Escoamento subterraneo)\&( = =

A porosidade do solo é definida pr

volume de vazios

n

volume total

A umidade volumétrica do solo é definida por

volume de agua

6

volume total
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Portanto,
0<0<n.

Note como ¢ dificil uniformizar a notagdo em Hidrologia! No capitulo 3,
0 era a temperatura potencial. Na verdade,

0, <0<n.

A equacdo da continuidade para a agua no solo é

0
0=+ L pu(x)dV + fy pu(x)(n - v) dA

Note que p,,(x) é uma fungdo indicador:

{ Pow €Xiste dgua no ponto x,
Pw(x) = ~ . ,
0 nao existe agua no ponto x.

Acima, pg,, = 1000 kg m~> é simplesmente a densidade, suposta cons-
tante, da agua liquida.

Além disso, por causa da geometria complicada do solo, p,,(x) nao é
uma funcio suficientemente suave. Por outro lado, o campo 6(x) é sem-
pre uma média do que acontece nas redondezas de x, de tal modo que
podemos substituir a integral de uma fun¢do ndo-suave por uma de uma
funcéao suave, obrigando que ambas sejam iguais. Seja portanto

/% powb(x)dV = /%0 pu(x) V.

onde O(x) foi obtida por promediacdo espacial de tal maneira que ela é
obrigatoriamente uma fung¢ao “suave”, ou “bem-comportada”.

Da mesma forma, a integral de superficie envolve a func¢ao altamente
irregular p,,(x). Da mesma forma que fizemos antes, nés podemos definir
o fluxo darciniano q(x, t), que é uma funcao suave, via

$ pum-0)da= ¢ puin-grda
54 54

Isso ndo significa que ¢ = v! Por qué? Porque em varios pontos da super-
ficie ., v = 0 (os pontos onde a matriz do solo impede que haja veloci-
dade da agua). O fluxo darciniano g por outro lado é definido localmente
como uma média espacial de v; ele é definido em todos os pontos da ma-
triz do solo e, desde que haja movimento de agua no solo nas vizinhancas,
q # 0 sempre. Isso faz com que q seja uma func¢ao suave e bem definida
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da posi¢do. Prosseguindo,

0
0=— deV+j§pw(n-v)dA
ot Jg o
00

0:/p0wa—dV+f pow(n - q)dA
% t 8%

00
0:/—dV+/V-qu =
¢ Ot %

00
0= —+V. dv
/%Jaﬁ "] -
00
0= iv.q.
ar 4

00 dq, 9qy Iq,
5t ox  dy oz

A medida que um solo ¢ secado, a pressio da 4gua no solo cai abaixo
da pressao atmosférica:

¥

solo umido

superficie do solo !
f iz

O S OO OO

4 drenagem
/

placa porosa com
diametro <
diametro dos poros
do solo

Superficie freatica

= n ’ Patm O solo ndo drena P
. . .. totalmente, e a pressao
da agua no solo tmido
é menor do que a
atmosférica

A pressao da agua no solo, p,,, pode ser relacionada com a umidade
volumétrica do solo 8, via curvas de calibracdo. Ela é facilmente medida
com tensiometros
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Mercury
manometer

Porous cup

S S S S

Uma medida comum de umidade do solo é a saturacdo efetiva

_0-6, 0-6,

Se— - ’
0% -0, n-0,

onde 6 é a umidade a pressdo atmosférica, e 6, é uma umidade residual
de agua que nio pode, por meios naturais, ser drenada. Acima, nds supu-
semos (razoavelmente) 6y = 7.
A succgdo, ou potencial matrico, do solo é relacionada a pressao da
agua no solo via
_ Pw - patm
= P Puim,
PwYg
Naturalmente, se n6s desprezarmos a energia cinética do escoamento, que
¢ bem baixa em solos (isso é intuitivo), a carga hidraulica é

h=z-1,.

Agora, a lei de Darcy (que ja encontramos rapidamente no inicio do curso)
¢ dada por

q = —KVh,
Oh, Oh_  Oh
=—K|—i+——j+—k|.
B (')xl+ Jdy " 0z

onde Vh é o gradiente de h.
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Para o caso unidimensional, suponha agora que ¢ = /(0):

Oh
q= _KE’
oY + z)
K 0z
dz#@

- _K[@Hz " 1]

= -D= - K,
0z

onde

dy

do

é a difusividade da agua no solo. Se substituirmos agora g na equagio da
continuidade unidimensional, encontraremos a equacgdo de Richards uni-
dimensional:

D = K(6)

00 0 (_ 00
—=—|D—+K].

ot 0z\ 0z

Existem toneladas de aplicagdes para a sua solucdo com métodos analiti-
cos, numeéricos, etc..

Mas lembre-se: existe histerese!!!

A9

Ly

Veja o exemplo de Chow et al. (1988), pagina 102: Computation
of soil moisture flux!!!

Infiltracio
De Linsley et al. (1975):

Infiltration is the movement of water through the soil surface
into the soil as distinguished from percolation, the movement
of water through the soil.

A taxa de infiltracido em geral é representada por f(t). A taxa de infil-
tracdo potencial é aquela que ocorre quando alimentada por agua empo-
cada na superficie. A equacgdo de Horton para a taxa de infiltracdo é

f@) = fot (fo = foe™,

onde f; é a taxa inicial de infiltracao, e f; é a assintota para a qual f tende
apos algum tempo.
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Jo

f .(: ————————————————————————————————————

~V

A equacdo de Phillips é uma solucéo analitica da equagio de Richards.
A equacdo é resolvida sem o termo de gravidade. Portanto, ela é
00 0 DGQ
ot 0z \ o0z]’
Claramente, na auséncia do termo de gravidade, a aplicacdo direta para
infiltragao vertical ¢ um pouco questionavel (e eu nao sei o suficiente para

discutir isso). Vamos permanecer rasos, e desprezar isso, mantendo o sim-
bolo z (mas feita a ressalva). As condicdes inicial e de contorno

0(z,00=0, z>0,
9(0, t) = 90, t> 0’
9(00, t) =0, > 0.

A soluc¢ido de Richards envolve o método de transformacgiao de similari-
dade:
¢ = 2712,

Sem mostrar os detalhes, agora a ideia é que passamos de 6(z,t) para
theta(¢) (sao duas fun¢des diferentes, apesar do mesmo simbolo!),e para
esta ultima a equacdo se torna uma EDO:

d dg\ ¢do

— [(D—=]|+=-—.

dg \ d¢ 2d¢
Logo,

0 = 0(¢).
O resultado de Phillips é
t
F(t) = f(r)dr = St"? + Kt,
7=0

dF 1
t)= — = =St7/2 4 K,
f===3 +

onde a sorptividade S = S({) é

0o
S= | $6)do.

0;
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O método de Green-Ampt

Continuidade:
F(t) = L(n — 6;) = LA®G.

A lei de Darcy é
Oh

= —K,—
1 0z
hy —
22 — 21

hy — hy
= — :KS
f=-q p——

-y —L—ho
-L-0
:_&_w_L
L
Y +L
T

q = —K;

=K,

=K,

Cuidado! Houve uma infeliz mudanca de notacdo sobre o significado de
v.

E o esquema geral das coisas é

]
L)
o T ] // I/t ’

Yo

21

. L

a2l
e

ente de molhamento

0

zV

Agora escolha dois pontos, um na superficie {; = 0 e outro do lado seco
da frente de molhamento:

hy — hy
= — :KS
f=-q p——
ho — (=1 —
o=y -D)
L
zKl//+L’
L

se hy (a altura da poga) for bem pequena. Uso agora a equagao da conti-
nuidade, F = LAG, e elimino L:

YAO + F
= Ks——F—.
f F
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ou
dF YAO + F
=K

dt 7 F
A equagao tem solucdo analitica,

Fryagtl =Kt
F —
+ Y A0 1//A9dF _ K.,
F+yA0
YA B
[1 g | aF =K,

F(t) t
/ 1- YA dF = Ks/ dr = K,t,
0 F+yA@ 0
F + yAOIn(YAQ) — YA In(F + yAO) = Kt

F— A0 [In (F(t) + yAO) — In(yAB)] = Kit,
F(t) — yAO1n (1 + %) = Kit.

F(t) = ?? Impossivel analiticamente

Note que eu posso iterar a equacio final para resolvé-la numericamente:

F,
Fiq = wAH In (1 + ¢_A]<9) + K;t.

Se retornarmos a f(t) e manipularmos algebricamene,

YAO

f(t) = K; (%ﬁ'l) .

Para a aplicagdo do método de Green-Ampt nds precisamos de esti-
mativas de 7, e . Brooks e Corey (1964):

A porosidade efetiva é

Ne =1—0
(Chow et al. (1988) a chamam de 6,!); a variacdo de umidade A no método
de Green-Ampt portanto é calculada com um pouco de cuidado!

0, -0,
Se,i =

n—0 ,
AN =0-06;=n-0,
0; = 0r = Sei(n — 0;) = Se.ine,
0; = 0, + Se.ine.
AN =0-0;=n-0, (na saturacio),
AO =n-— [Hr + Se,irye]
=1 = [(n=ne) + Seane]
= ne(1 = Se,i)-
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Para o caso de duas camadas (dois tipos diferentes de solo), em que
a frente de molhamento ja chegou a segunda camada (mais profunda e
menos impermeavel), ver figura 4.3.4 de Chow et al. (1988)

KiK;
= +H,+L,),
f= i et i+ L)
F:H1A91+H2A92,
Aeg 1 LZ
t=L,— + AO,H K, — AG,K +H)]In 1+ .
2K2 Kle[ 2111182 2 1(1//2 1] n( ¢2+H1)

Tempo para o empocamento

O empocgamento se inicia quando a capacidade de infiltragdo do solo se
torna inferior a intensidade da chuva. No método de Green-Ampt,

f:Ks(g+l).

Enquanto a capacidade de infiltracdo é maior do que a intensidade da
chuva, f =i, F = it. No tempo de empogamento t,,

lp
. _ Ksyno
PG - k)

Exemplo: Compute the ponding time and depth of water infiltrated
at ponding time for a silt loam soil of 30 percent initial effective saturation,
subject toi = 1ecmh™?.

Solucdo: na Tabela 4.3.1 de Chow et al. (19838)

Ne = 0 — 6, = 0.486,

¥ =16.7 cm,
K =0.65cmh™,
S. = 0.3,

A6 = 0.486 X (1 — 0.3) = 0.486 X 0.7 = 0.3402.
WAG = 16.7 X 0.3402 = 5.68134,
_0.65 X 5.68134

t, = = 10.55106 h.
P 1(1-0.65)
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Capitulo 5

Agua superficial

5.1 As contribuicdo para a formacao da hidrografa

A chuva (ou neve, granizo, etc.) que cai sobre uma bacia se torna escoa-
mento

« superficial,
« sub-superficial (escoamento “ndo saturado”),
« subterraneo (escoamento na regido saturada do solo).

Escoamento superficial (Hortoniano)

Horton: Se a intensidade da chuva, i, excede a capacidade de infiltragao
f, entdo o escoamento superficial se da a taxa (i — f). (i — f) é o excesso
de precipitagdo.

O ponto importante é que esse tipo de escoamento é menos comum do
que se imagina. De Chow et al. (1988),

Hortonian overland flow is applicable for impervious surfaces
in urban areas, and for natural surfaces with thin soil layers
and low infiltration capacity as in semiarid and arid lands.

Escoamento sub-superficial

A énfase continua:

Hortonian overland flow occurs rarely on vegetated surfaces
in humid regions.

De Freeze (1972b),

Runoff is that part of precipitation that appears as streamflow
either in perennial or intermittent form.

Em regides imidas, em geral a capacidade de infiltracdo excede a in-
tensidade da maioria das chuvas. Portanto, o escoamento no solo é im-
portante para a formacdo de cheias. Entretanto, principalmente no caso
do escoamento sub-superficial, a contribuigao é indireta.

O principal mecanismo de formacao de cheias passa a ser a contribui-
cao direta das areas saturadas proximas dos cursos d’agua. Isso nos leva
a
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5.1.1 O escoamento superficial por saturacio das areas proximas
dos cursos d’agua

(Em Inglés: Saturation overland flow). Isso se da pela contribuicdo de areas
parciais, ou areas de contribuicdo variaveis. Figura!

Os papers de Freeze (1972a), Freeze (1972b), Dunne e Black (1970a) e
Dunne e Black (1970b) sdo fundamentais para entender o assunto: leia-os!

5.2 A hidrografa

E simplesmente o grafico de vazio X tempo, Q(t). O intervalo de plotagem
é o intervalo em que os dados sio medidos ou sio reportados. E comum no
Brasil (e nos EUA) a medicdo de niveis d’agua, que sdo depois convertidos
em vazdo, duas vezes por dia, as 07:00 e as 17:00 h. Note que isso é uma
conveniéncia, e que as medigdes nio estao espacadas de 12 horas, mas sim
de 10:00 e 14:00 h.

Q(t) pode ser plotada em diversas escalas. A mais comum, em bacias
relativamente grandes (da ordem de 1000 km? ou mais), é a escala diaria,
mas em bacias pequenas pode ser necessario medir a cada hora ou mesmo
em intervalos de tempo menores.
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Figure 4. Scasonal estimates of evapotranspiration (£} from
wiater budget and hydrograph recession analysis for Cinezas
River, 1990-1991.

Escoamento de base e separacio da hidrografa

Em principio, o escoamento basico (ou de base) é o sustentado pelo lengol

freatico. Ele pode ser modelado usando-se a equagao de Boussinesq para

representar o esvaziamento progressivo de um maci¢o poroso (veja Brut-

saert e Nieber (1977), Troch et al. (2013), Brutsaert (2008), Brutsaert (2010),

Michel (1999), Brutsaert e Lopez (1998), Zecharias e Brutsaert (1988), Chor

et al. (2019), Chor e Dias (2015), Chor et al. (2015), Dias et al. (2014), etc.).
Veja a figura
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Ho|

Figure 1. Schematic of a watershed of simple geometry during a
hydrologic recession.

Uma solucéo linearizada do problema é dada por (Boussinesq, 1903;
Chor e Dias, 2015)

4 1 “n’KopHt
h(x,t) = Hy + ;(H — Hy) Z —sen (me) exp (—%)

n=1,3,5,...
Rapidamente, os termos com n > 1 decaem, e ficamos com uma vazdao de

recessdo do tipo
t—1

Q1) = Qe .
T (com dimensdes de tempo) é a constante de recessdo.

Existem diversos métodos de separacdo da hidrografa, que tentam de-
terminar quanto da hidrografa recebe a contribuicdo direta de uma chuva.
Todos eles tém forte embasamento “grafico” (porque foram inventados
em uma época em que tudo era feito graficamente, e ndo computacional-
mente), e todos eles tém alto grau de subjetividade.

Um método de separagio tdo bom (ou tao ruim) quanto qualquer outro

\
log O(¢)

Escoamento basico

y
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O método supde uma contribuigio relativamente pequena da agua da
regido saturada (do escoamento subterraneo) para a vazao de cheia, mas
a realidade é mais complicada! Uma boa revisao de técnicas de separacdo
é dada por Tallaksen (1995).

No entanto, a ideia de que a contribuicdo da agua subterranea para a
vazdo de cheia é pequena é falsa! Veja Sklash e Farvolden (1979) e Hino e
Hasebe (1986), e leia (Resumo de Sklash e Farvolden (1979)):

Groundwater plays a much more active, responsive and sig-
nificant role in the generation, of storm and snow-melt runoff
in streams than the recent literature on the subject sug- gests.
Basin-wide tracer experiments using environmental isotopes
(sO, deuterium, tri- tium) and hydrometric studies carried out
in hydrogeologically diverse watersheds, indicate that for all
except the most intense rain storms and the most prolific mel-
ting days, groundwater dominates the runoff hydrographs in
the study basins. The increased groundwater discharge du-
ring runoff events is apparently related to a rapid rise in hy-
draulic head along the perimeter of transient and perennial
discharge areas. This groundwater ridging phenomenon pro-
bably arises from the almost instantaneous conver- sion of
the near-surface tension-saturated capillary fringe into phre-
atic water. The ridging precedes, and is apparently indepen-
dent of the response of the rest of the basin. In addition to
its compatibility with several of the field observations com-
monly associated with contemporary concepts of runoft ge-
neration, the groundwater discharge theory explains some of
the temporal variations in stream water chemistry which are
not adequately accounted for by other theories.

e veja a figura de Hino e Hasebe (1986):
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{a)
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Total Tischirgee
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5.3 Chuva efetiva e escoamento direto

Suponha que vocé tenha uma hietografa i(k) associada a uma hidrégrafa
de cheia q(k), onde k = 1,...,n é o indice do tempo decorrido.

Em primeiro lugar, suponha que vocé ja tenha “separado” a hidrografa,
e possua a série de escoamento direto g4(k). Desejamos obter o “excesso”
de chuva, ou a “chuva efetiva”, que contribuiu para a formacio de gy.
Suponha também que as dimensdes de i e de g; sejam as mesmas. Por
exemplo, se {Ji[} = mmh™!, nés podemos dividir a vazio pela 4rea da bacia
e (tomando cuidado com as unidades) obter também {gy[} = mmh™!.

Uma restri¢do bem simples é subtrair uma quantidade constante de tal
maneira que os volumes sejam iguais. A quantidade a ser “retirada”, ou
¢ pode ser maior que algumas das intensidades observadas no inicio e no
final da chuva. No6s desejamos que

D litk) - g1At = >~ qa(k)At.
k: i(k)>¢ k=1

O valor de ¢ deve ser ajustado até que a conta acima “feche”.
Note que todos esses métodos sio ideias bem simples, e que nds po-
deriamos inventar infinitas variagdes sobre eles.

Coeficientes de escoamento

Variam muito em definigao, uso, etc. De maneira geral eles sao calculados
por

C=Q/P,
mas o significado do numerador e do denominador varia muito. Podem
ser valores de pico de vazdo para média da chuva, valores médios de vazao
e chuva, etc.. Naturalmente, esperamos as mesmas unidades, e [C] = 1.

Chuva efetiva, pelo método de Green-Ampt

Vamos nos lembrar de que

F(t) — ¢yAfO1n ( ) = K;t,
F(t + At) — F(t) — yAO [ln (1 + F(%wm)) ( II;(A;)} = K,(t + At) — K;t,
F(t+At
F(t + At) — F(t) - ¢yAf1n ‘I{(Atf = KAt
+ Uno
F(t + At) - F(t) — A8 In (F ("LFJ(;)A? ;A‘/Z)Ae = KAt

Fis1 = F(t) + A0 1In (

F(t + At) = ®(F(t), At).

5.4 O excesso de precipitacio

O nosso problema agora é calcular o “excesso de precipitagdo”. Conhe-
cendo as caracteristicas hidraulicas de um solo, ou seja, K;, A8 e ¢/, nos
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queremos contabilizar quando de uma chuva discretizada no tempo infil-
tra, e quanto fica disponivel para “escoar”. Como vimos, esta é uma ideia
simplista, mas vamos trabalhar nela mesmo assim!

Vamos discretizar nossa hietéografa em intervalos At. Emt = 0, a
altura acumulada de chuva é hy = 0. A cada intervalo de tempo At,
um pluviémetro/pluvidgrafo registra uma altura acumulada (no intervalo)
Pk, kK =1,...,n, de tal maneira que a intensidade média da precipitacao
ao fim de cada intervalo k é

o=
“TOAE

Analogamente, a infiltracdo real acumulada a cada intervalo de tempo
sera Fi, = F(kAt), com Fy = 0. O método de Green-Ampt prevé uma
relacdo instantdnea entre a taxa de infiltracdo potencial (ou capacidade de
infiltragdo) f™* e a infiltracdo acumulada,

YAO )

F7(0) = $(F) = K, (W ‘1

O termo “infiltracdo potencial” e o simbolo f* estdo sendo usados agora
para indicar que no método nés supusemos que a superficie do solo esta
saturada (o solo esta “empocado”) desde o inicio do processo.

Em uma chuva real, isso pode néo ser verdade: se durante um intervalo
de tempo k ocorrer iy < f_k* a infiltracdo real sera fi = ir < f_k* (isso é
6bvio). Por que a barra? justamente porque os f* = ¢(F) sdo valores
instantaneos ao final de cada intervalo k. Como estamos discretizando o
processo, o mais simples é supor que

. f*_l +f*
]Tk _ fk—12+ fk-

O nosso problema agora é o seguinte: para o intervalo [k_At, (k+1)At],
conhecendo Fy (real!) e ir,; (medido), calcular (Fk+15 fioq0 fks1)- O pro-
blema esta ilustrado na figura a seguir.
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A S -
ks
%
— 1 =
——
S Jk+1
| | | | | .
T T T T T >
1 k k+1 t = kAt
A F
Até 0 empocamento, a taxa é i, At
Fol oo _____>x
I Apds o empogamento, a taxa é (f; +f];‘+1)/2
I
I
|
I
! | >
T T >
Atp

Para cada intervalo, o calculo é o seguinte:
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FUNCAO FKF(Fy, f;', ik+1) retorna (Fisn, £, s frs1):

P’k; = Fi + i1 At # Fi,1 tentativo
fk*+1 =¢ (Fk+1) # fk*+1 tentativo
i =+l # média de kAt
se fk*+1 > ir41 entdo # infiltrou tudo
Fir1 = Frs1s
.
fk+1 - fk+l’
fre1 = ikes

retorne (Fr, 1, jrk*ﬂ, ?kﬂ, 0);
sendo, se ixy; > fi entdo  # Ja estava empocado desde o inicio
Fier1 = ®(Fi, At);
fi = k)
Fror =+ )12
retorne (Fk+1,fk*+1,fk+1, 1);
senao # empocou At, apds o inicio do intervalo
Ey = (K A0)/(iks1 — K);
fy = ¢(Fp);
Aty = (Fp = Fi) [igs1s
Fii1 = ®(Fp, At — Aty);
fiin = 9(Frr);
Frer = | Dtpiker + (AL = AL)(f7 + £, )/2] /At

retorne (Fk+1,fk*+1, frr152);

5.5 O método do SCS

P=P.+1,+F,
F, P
S P-1’
com
P, Precipitagdo efetiva, ou excesso de precipitagio,
1, Retencio inicial,
F, Agua “retida” na bacia (que nio se torna precipitacio).
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e onde S é a maxima reten¢ao possivel de agua.
Resolvendo-se o sistema de 2 equagdes,

P-1,)>*
b (=L
P-1,+S
I, =0.2S,
_(P-0.29)?
‘" P+0.8S°
1000 - .
= — 10, condi¢des normais
CN(IT)
4.2CN(II
CN() = () , condigdes secas
10 — 0.058CN(II)
23CN(I
CN(II) = @) condicdes umidas

10 + 0.13CN(1I)’

com S em polegadas.
A distribuicdo temporal da retencdo F, pode ser obtida de

_ S(P-Ia)
CP-I,+S’
dF,  §* 4P
dt  P-I,+S2dt

a

5.6 Escoamento com superficie livre na bacia hidro-
grafica

Escoamento superficial

O escoamento superficial é forma uma camada fina de agua e pode ser
aproximado pelas equacdes para escoamento laminar em um plano incli-
nado.

As equagdes sdo facilmente obtidas!
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qo =Vy=(i— f)Lycos0,

S 2
V= go0Y ’
3v
L V?
hf :f4——,
y2g
96 + 108i%4
N
(o]
Re = 4Vy/v,
fqz 1/3
_ 0
Y= (8950) '

Na 42 equacdo acima, {i[} = pol.

Para escoamento superficial turbulento, pode-se utilizar a equagao de
Manning (que ja vimos!)
Escoamento em canais

Para escoamento em canais (no caso, os diversos cursos d’agua da bacia
hidrografica), o ponto de partida é a equacdo de Manning:

A 2/3c1/2
Q:;R/%.

Na féormula de Manning, dada a vazdo Q e a declividade Sy, a profundidade
do escoamento y é uma funcéo implicita:

o) = “Lira)s)”,

y=0"'(y)

onde Q7 (y) signfica a funcdo inversa. Como sempre, o que ja aprendemos
antes sobre métodos numéricos, calculo de raizes de equagdes, etc., pode
agora ser posto em pratica. Note também que por causa da contribui-
cao lateral tanto de dgua subterranea quanto de agua superficial ou sub-
superficial, a vazao vai aumentando ao longo do eixo x do canal: Q = Q(x).

Tempo de viagem, contribuicio parcial para a vazio na exutoria,
etc.

Isso provavelmente é melhor absorvido por estudo individual, lendo-se
diretamente a sec¢do 5.7 de Chow et al. (1988).

Ordem dos canais em uma bacia; geomorfologia

Classificacdo de Strahler
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Isso d4 origem a algumas ideias muito legais: veja Rodriguez-Iturbe e
Valdés (1979).
Algumas leis empiricas

« Taxa de Bifurcacéo; Lei de Horton para o numero de canais

N;
Nit

+ Lei de Horton para os comprimentos dos canais

Litq
L;

« Lei de areas das bacias de contribuicao

Ai+1
=R
A4
» Densidade de drenagem
I N;
4=l 2 j=1 L;j
= yy
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Capitulo 6

Medicoes hidrologicas

Na abertura, Chow et al. (1988) mencionam

« Computadores (sim claro!)
« Bancos de dados

+ Medicdo em tempo real e transmissao

Mais ou menos obviamente, quanto mais préxima for a medicdo do
ponto de interesse hidrologico, melhor. Isso é sempre um compromisso
com os recursos disponiveis para adquirir e manter redes de observacao.

As medigdes sdo sempre pontuais, e feitas com uma certa frequéncia.
Em cada ponto de medicao, isso gera séries temporais.

Nas ultimas décadas, o sensoriamento remoto tem desempenhado um
papel cada vez mais importante. Exemplos de medicdes desse tipo incluem
a temperatura da superficie medida por satélite, indices vegetativos idem
(por exemplo NDVI), e a chuva observada por radar meteorolégico.

Inevitavelmente, medicOes in situ sdo necessarias para validar medi-
¢oes por sensoriamento remoto.

A figura 6.1.1 de Chow et al. (1988) pode ser util. Vamos reproduzi-la.

endmeno fisiko

S——"

Acesso

Uso
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Invariavelmente, a medigao envolve alguma forma de conversao analdgico-
digital. O nome em Inglés para o tipo de aparelho que une a conversao
com alguma forma de armazenamento local é datalogger. A etapa de “Re-
gistro” portanto provavelmente se refere a algum tipo de armazenamento
local. A transmissdo pode ocorrer de diversas formas: radio, telefonia ce-
lular, etc.. Muitas vezes, a coleta do dado do datalogger é manual, e o dado
é levado em cartdes de memoria, etc., para o escritorio.

Conselho:

Aprenda a usar dataloggers!

Isso é uma habilidade que envolve aprender a linguagem especifica
que o datalogger usa, e como programar a aquisicdo de diversas formas:

+ que canais

que tipo de medicao analdgica (voltagem, corrente, etc.)

que tipo de armazenamento local (binario, texto, etc.)

que frequéncia de aquisicdo (1 s, 1 min, 1 hora, etc.)

que tipo de processamento local (médias de 10 minutos? totais?
etc.)

Uma discussio bacana é a feita por Maggiotto et al. (2007).

6.1 Medicoes tipicas, por tipo de estaciao

Estacoes meteorologicas

« Temperatura

— Termometro de mercurio (bulbo seco)

— Sensor resistivo

Umidade (UR, ponto de orvalho, etc.)

— Termometro de mercurio (bulbo imido)

— Sensor capacitivo

Velocidade do vento horizontal

— AnemoOmetro de concha
— AnemoOmetro de hélice

- Anemdmetro sonico (a maioria sofre com chuva)
« Direc¢édo do vento horizontal

— Aleta

- Direcdes x e y do anemodmetro sonico.

« Pressio atmosférica
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— BarOdmetro de mercurio

« Precipitacao

— Pluvidmetro com leitura manual

— Pluviémetro/6grafo de bascula (tipping-bucket)
« Radiacéao solar

- Heliografo (medi¢éo indireta)
— Pirandmetro de 12 classe

— Pirandmetro de silicio
« Evaporacdo em Tanque Classe A

— Tanque classe A, mais velocidade a 0.5m, e temperatura da
agua. Pouco uso justificavel, exceto como um sucedaneo da
Evaporacéo Potencial.

— N3o é normalmente automatizado

Medicao de chuva e outras formas de precipitaciao

« Estacoes pluviométricas (pluvidmetros isolados).
« Estimativa de chuva por radar.

« Medicao de neve: altura, peso, derretimento por aquecimento e al-
tura de agua equivalente.

« Intercepg¢ao: muito dificil de medir.

« Stem flow é possivel medir o escorrimento em troncos especificos,
em condi¢des experimentais, etc..

Cuidado com undercatch! Subestimativa da chuva medida com o plu-
viometro!
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Um pluviémetro.

Medicao de evapotranspiraciao

« Lisimetros

 Estacoes de medicao de razio de Bowen:

H T -1
Bo=—=vy
LE el — e
1
LE=——|R, -G
1+B0[n ]

« Estacoes de medi¢do de covariincias turbulentas (eddy covariance):

E=pwq

(EC = Endless corrections) E comum que haja problemas de falta de
fechamento do balanco de energia:

R,=H+LE+G

EC é muito intensivo de processamento por pessoal altamente qua-
lificado.
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Nivel d’agua
« Réguas linimétricas.

« Sensores de pressdo.

« Sensores acusticos.
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Velocidade da agua/vazao

veja: https://www.usgs.gov/special-topic/water-science-school/
science/how-streamflow-measured?qt-science_center_objects=
O#qt-science_center_objects

« Molinetes, micromolinetes
« Calhas Parshall, etc. (para pequenos cursos d’agua)

« Sensores acusticos: ADCP (Acoustic Doppler Current Profiler.)

Molinetes

Quantas medicoes em cada vertical?
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u(z) = Y In (i) ,

K 20

q= /Zhu(z)dz

L h
=W zo+hln(—)—h]

20

onde k = 0.4 é a constante de von Karman.
Vamos agora mostrar que a velocidade média é muito parecida com a
velocidade a 0.6h:

o (0.4h
hu(0.4h) = ”K ln(z—);
0

e agora

wh iy (&) In

—

h
%) +1n0.4

Agora faca a mesma coisa para a média aritmética nos niveis 0.2h e
0.8h.

20

ush
2K
U

¢ (n(2) 1) 2|in(%) 1]

In (%) +In (%)] 2In (ﬁ) +1n0.2+1n0.8
h ~1

2m(%)—183
2 |In %)—4
2m(%)—2
21(%)—2
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A partir das medicoes de velocidade, a vazdo em uma secéo transversal

o

Q=/y(n~v)dA

= Z Ui,jAAij-

i,j

A curva-chave

A curva-chave é simplesmente uma relacéo

Q =Q(2),

onde z é o nivel d’agua medido na secéo, e Q é a vazdo. As medigdes de
vazdo sao feitas em campanhas esporadicas. Tipicamente, uma vez por
meés.

Um exemplo de curva-chave.
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Umidade do solo

« Tensidmetros
« Sondas de Néutron

« Sensores TDR (Time-Domain Reflectometry)

Instalacdo de um conjunto de TDRs para perfilamento da umidade do
solo.

6.2 Redes de Monitoramento

Redes de monitoramento tém se tornado cada vez mais comuns, e mais
faceis de “montar”, gracas a facilidade de comunicacio principalmente
por telefonia celular.

Isso levou a uma grande fragmentacao dos padroes de medi¢ao: médias
horarias, méximos, minimos, valor médio dos ultimos 10 minutos, etc.. No
trabalho 02 vocés ja se depararam com isso.

Minha critica: em geral falta pessoal em quantidade e com treina-
mento suficiente para operar adequadamente as redes: é mais facil com-
prar e instalar do que operar.
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Capitulo 7

A hidroégrafa unitaria

As hipoteses de aplicacdo da hidrografa unitaria sdo:

+ A distribuicdo espacial da chuva é uniforme durante toda a duracéo
do evento. Um limite maximo de 4rea de drenagem de 1800 km?
para o qual esta hipdtese é razoavel, é citado por Brutsaert (2005, p.
468).

« A chuva que “entra” no céalculo da vazio é a chuva efetiva.

« Da mesma forma, a vazio produzida pelas simula¢oes utilizando a
hidrografa unitaria é a “vazéo direta”.

+ O método portanto subentende que as técnicas de calculo de chuva
efetiva e separacdo da hidrografa para a determinacdo do escoa-
mento direto ja foram aplicadas.

+ A bacia hidrografica é um sistema linear e estacionario: a resposta
nio depende da intensidade da chuva, e ndo varia sazonalmente.

« sistemas cuja resposta aumenta com a intensidade da entrada (da
chuva) podem ser chamados de “superlineares”.

« sistemas cuja resposta diminui com a intensidade da entrada (da
chuva) podem ser chamados de “sublineares”.

Nosso objetivo é obter a vazao y(t) (por unidade de area) que é a res-
posta da bacia a uma chuva qualquer cuja intensidade instantanea é x(t).
A forma mais limpa e clara de fazer isso é definir a hidrografa unitaria
instantanea HUIL, que é a resposta da bacia a uma chuva de volume unita-
rio e duracgdo nula. Matematicamente, a hidrografa unitaria é a resposta
da bacia a uma chuva que tem a forma de uma delta de Dirac. Portanto,
a HUI é a funcdo de Green da bacia hidrografica compreendida como um
sistema linear e estacionario.

O conceito da HUI pode ser visto na figura a seguir.
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8(t) = chuva “unitéaria” instantinea

Volumes unitérios iguais

us(t) = hidrografa unitaria instantinea

A Hidrografa Unitaria Instananea.

E importante atentar para as dimensdes: a “chuva” que produz a HUI
é uma delta de dirac; sabemos que (neste caso), [6(t)] = T7!, e que

[:)&ﬂdt:L

Note portanto que a “chuva” que produz a HUI tem dimensdes T~! e néo
LT Da mesma forma, a resposta dessa chuva sera us(t), com [us(t)] =

Tle .
/ us(t)dt = 1.
t=0_

Existe ai uma hipotese implicita de conservacao de massa, naturalmente:
todo o volume precipitado de chuva efetiva torna-se escoamento direto.

Agora, a resposta deste sistema linear (a bacia hidrografica) a qualquer
chuva com intensidade instantanea x(t) (agora sim, [x(¢)] = LT™") ser4
simplesmente a convolugdo da hidrografa unitaria:

v = [ xous(e =)

onde a convolucdo € utilizada no sentido da convolug¢ido da transformada
de Laplace. Dimensionalmente,

[us(t — 7)dr] =1,
[y®] =LT

Lembre-se: vocé ja pre-processou os dados de tal forma que

/000 x(r)dr = /000 y(r)dr.
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De certa forma, isso é tudo o que temos, em termos de teoria, sobre a
hidrégrafa unitaria. O restante é implementagdo. Como sempre, isso nos
toma um pouco mais de tempo!

O problema, obviamente, é a discretizacdo. Suponha entado que (como
ja vimos antes) a intensidade da chuva seja discretizada:

x(7) = xpm, t—At <7<t

Faz sentido supor, correspondentemente, que a hidrografa resultante seja
igualmente discretizada:

yY(7) = Yn, t—At<r7<t.
Seja agora t = n/AAt; temos que

nAt
Un = y(nAt) = / *(Dus(t - 7) dr

=0

n mAt
= Z / Xmus(t —7)dr

m=1 Y 1=(m—-1)At

n mAt
= xm/ us(t — 7)dr
T

m=1 =(m-1)At

As integrais resultantes,

mAt
/ us(t — r)dr,
r=(m-1)At

dependem de m, n, de At, e da propria us(t). Definamos

mAt
B = / us(nAt — t)dr.
T

n+l-m
=(m-1)At
Quando At for implicitamente conhecido, escreveremos simplesmente t,1.1—p,.
Dimensionalmente,
[u] = [us] x [de] =T 'x T =1.
Voltemos a uﬁlAt). O seu significado pode ser melhor compreendido
com uma mudanca de variavel. Seja
& =nAt —r;
d¢ = —dr;

mAt
Unsl-m = / us(nAt — ) dr;
r=(m-1)At

(n—-m)At
/5 us(&) (~dé);

=(n+1-m)At

(n+1-m)At
/g us(E) dé.

=(n—m)At
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A expressio vale para n e m quaisquer (e este é um dos poderes impressi-
onantes da Matematica); logo, podemos fixar m = 1 e obter

nAt
(At) — d
i /E us() dé

=(n—-1)At

nAt (n—1)At
- /§ )i - /§ o

=S(nAt) - S((n— 1)At),

onde a “curva S” é simplesmente a integral da HUI:
t
S(t) = / us(r)dr.
=0

Note que uma condi¢do importante de normalizacao é

H
Zun: 1.

n=1
Portanto,

Para obter a hidrégrafa unitaria u'®) na escala At, basta sub-
trair duas curvas S defasadas de At.

Obtemos agora a forma discretizada da expressao da hidrografa unita-
ria: para isso, precisamos levar em conta a duracdo M da chuva. Entéo,

n

Yn = E XmUn+1-m-

m=1

Se escrevermos por extenso,
Yn = X1Up + XoUp—1 + ... + XpUy.

Do ponto de vista numérico e de implementacéao, faz sentido chamar o
vetor
u=(up,u,...,uy)

também de “hidrografa unitaria” (na escala de discretizacdo At). Cuidado,
porque a expressdo acima precisa ser restringida pelas duracdes M da
chuva real e H da hidrografa unitaria.

Vamos a isso: Note que as expressdes acima nao necessariamente vao
até n, porque:

1. A chuva real pode durar menos que n; ou
2. A resposta unitaria u pode durar menos que n.

Vamos, desde ja, indicar a duracao total da HUI discreta u como sendo
Ty = HAt; suponha (para fixar ideias) Agora, se a chuva dura exatamente
1At, entdo a hidrografa real tem o mesmo tamanho (H) que a HU; a partir
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dai, a duracdo da hidrégrafa real N é incrementada de 1At para cada At
adicional de chuva, ou seja: se M é a duragao da chuva real,

x = (x1,%2,...,%XM),

M=1= N =H,;
M=2= N=H+1,;

M=M=N=H+M-1.

A melhor maneira de entender isso vai ser escrever, penosamente, as
equacdes correspondentes uma a uma: partimos de

n
Yp = § XmUn+1-m-
m=1

mas vamos modificar a expressdo!!! Repito: a expressdo acima ndo é a
definitiva!!!
Para M < H teremos:

Y1 = X1y

Y2 = X1Up + XoUg

YM = X1Up + XoUpf—1 + .. . + XpUq

0
YM+1 = X1UM+1 + XoUp + X3UM—1 + ... + XpU2 + XppgT U
YMm+2 = X1Up+2 + XoUpi+1 + X3Up + XgUpi—1 .00+ XU

YH = X1Ug + XoUH-1 + ... + XMUH-M+1

0 0
YH+1 = X1 Ugs1T T XoUg + ... + XMUH-M+2 + XMFT UH-M+1

YN-1 = XM-1UH + XpUH-1

YN

XMug

Talvez, agora, a gente possa tentar generalizar os indices dos somato-
rios?

Antes disso, entretanto, vale a pena escrever na forma matricial, e de-
pois fazer um desenho.
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Y2
Ym
YH

YH+1

YN-1
| YN

gy

YM+1
YM+2

4Nx1

oy
Uz

Uup
UM+1
UM+2

U

0

0
0

0 0
[Z5] 0
Up—-1 Um-2

Upm  Upm—1
Up+1  Um
Ug-1 UH-2

ug Ug-1
0 0
0 0

Uz
us
Uy

UH-M+2
UH-M+3

UH
0

U1
Uup
Us

UH-M+1
UH-M+2

Ug—1
UH

INXM

X1
X2

X,
M Mx1

Existe uma outra representacdo matricial, que vai ser util para obter

(ul, Uy, ..

Y2

YMm
YM+1
YM+2

YH
YH+1

YN-1

g ]

[ YN

Agora, a figura:

4Nx1

.,uH)!

—xl 0
X2 X1

XM XM-1
0 XM
0 0
0 0
0 0
0 0
0

XM-2
XM-1

XM
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X1
X2

X3

XM

0

0

0

0

0

0

X2

X3
0 XM
0 0

S O oo o o

X2

XM-1
XM

INxH

_ul_

Uz

Uumpm
UM+1
Up+2

| UH

4Hx1



-

X1 T T3 T4

Convolugdo, M < H.
Para M > H teremos:

Y1 = X1

Y2 = X1lUp + XoUq

Yg = Xqjug + Xoug—1 + ...+ Xguy
_ 0
YH+1 = X1UgsT  + XoUH + ... + XgU2 + XH+1U

0 0
YH+2 = X1 Uz + XoUps1  + X3UQ + X4UF-1 + ... + XH42Up

0
Ym = X1Uar + ..o+ XM-H41UH + XM-H42UH-1 ...+ XMl
0 0
YM+1 = X1 UMFT  + ...+ XM-H+2UH + XM-H+3UH-1 + . . . T XpU2 + Xy U

0 0 0
YM+2 = X1 UpmF2"  + ...+ XM-H+3UH + XM-H+4UH-1 + . . . + XpMU3 + XpT7 Up + Xpgg77 U

0
YN-1 = X1Un=17" + ...+t XM-1UH + XMUH-1

X1WO+...+XMUH

YN

A matriz agora é mais complicada!
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[ Y1 1 —ul 0 0 0 0
Yo Uy U 0 0 0
: : 0 0
YH ug ug-1 - U 0 0 cee 0 0 0
YH+1 0 ug ug-1 - U 0 0 0 0
YH+2 0 0 uy ug-1 --- u 0 0 0
yM 0 0 e . Uy ug_1 Ug_» e Us Uy
yM+1 O O e e O uH uH—l e u3 uz
yM+2 O 0 e e 0 O uH e u4 u3
UN-1 0 0 0 0 0 ceeUug U
LN L K 0 0 0 0 e 0 uy
Novamente, existe uma outra representacao matricial:
[ yl ] [ xl 0 0 e e e ] ul
y2 x2 xl 0 e e e u2
YH XHg XH-1 XH-2 *°° X2 X1 ug Hx1
YH+1 XH+1 XH XH-1 - X3 X2
YH+2 XH+2 XH+1 XH X4 X3
Ym XM XM-1 XM-2 - XM-H+2 XM-H+1
YM+1 0 XM XM-1 ' XM-H+3 XM-H+2
YM+2 0 0 XM vt XM-H+4 XM-H+3
YN-1 0 0 o - XM XM-1
[ YN Insg L O 0 0 - 0 XM INxH

O que nos acabamos de ver acima é que em geral podemos escrever
a relacdo chuva-vazao via hidrografa unitaria discreta de uma das duas
formas a seguir:

[Ylnx: = [U]nsulx]aixas
[Wlnx: = XD nxa el -

Um pouco acima nés mostramos detalhadamente a formacdo das ma-
trizes [U] e [X] para os casos M < H e M > H, respectivamente.

A primeira representacdo acima é a escolha natural quando conhece-
mos a hidrografa unitaria [u]™ = [ug,uy,...,uy]| e queremos simular a
vazao produzida por uma chuva [x]" = [x1, x2, . . ., x)]; @ segunda repre-
sentacdo é util quando temos uma chuva real [x], uma vazao observada
[yl" = [y1,v2, - .., yn], e desejamos obter a hidrégrafa unitaria correspon-
dente [u].
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No entanto, a segunda equacgao matricial,

[lnx: = XDnxu[t]mxs

possui mais equacdes (N) do que incognitas u,,. Consequentemente, nao
podemos inverter [X] e determinar [u]. Existem muitas maneiras “prati-
cas” de resolver este problema e encontrar um [u] que resolva o sistema
“na média”. Vamos olhar para uma unica maneira, que é muito elegante.
A ideia é determinar [u] de tal maneira que o quadrado da diferenca entre
o valor de [¢] estimado pelo uso da equacéo e o efetivamente observado
seja minimo; em outras palavras, vamos determinar o [u] 6timo por mi-
nimos quadrados.
Sejam portanto as vazdes estimadas

[9] = [X][ul;

A soma dos quadrados das diferencas entre vazdes modeladas e observa-
das é

Q

[91 - [51]" [[91 - []]

[X1[u] - [y]] " [[X1[u] - [y]]

[ [XT™ = [y]™] [[X]02] - [y]]

= [u] [XT[X1[u] - [y]"[X][] - [l X1 [y] + [y][y]

—_——

Para derivarmos com facilidade em relacio aos uy,s, é preferivel escrever
a expressdo acima em notacio indicial:

Q = X Xuw — yiXijuj — wiXjiYi + YnUn;
90
duk

0 = XpiXiju + uiX;; Xix — yiXik — Xkivi-

= O XjiXuuw + wiX;iXi b — yiXijdjx — 6 Xjiyi = 0,

E conveniente agora retornar a notacdo matricial: mas quem sao, agora,
os “transpostos”? Néo é dificil, se lembrarmos que

[y]lnxis [X]nx [u]frrs
e “copiarmos” as expressdes acima de forma correspondente; obteremos
[0] = [X15un [ XInxaltlmxa + [l ixpy X iun [ XInsw
— [yl [ XInsm = X [ylnsa

Mas isso ainda nao esta certo! Temos na verdade duas equagdes aqui; uma
envolvendo matrizes H X 1 e outra envolvendo matrizes 1 X H! Precisamos
reescrever a equacio com dois “zeros” matriciais:

[0]p; + [0)ixr = [X]I:{xN[X]NxH[u]Hxl + [u]-lrxH[X]ng[X]NxH
— [y [ XInsm — X[yl
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Coletamos agora os termos similares, e obtemos duas equacdes:

[X]IT{XN[X]NXH[u]Hxl - [X]IT{XN[y]le = [0] g1
(] e X X Ince = [ [ X Ince = [0]ixm

E trivial verificar que as equacdes acima sio uma a transposta da outra;
portanto, temos duas equagdes totalmente equivalentes, e basta resolver
uma delas. Fiquemos com a primeira:

[XT v X Ince [l mxn — XD [9lnsg = [0]mxa
[XT5un X Inxa[ulax = X [ylvsa

[l = {IX e X I} X T 5]

que € a solugdo desejada para a hidrografa unitaria.
Observe que depois de montadas as matrizes

[ylnxas [XInxss [u]l g

todas as operagdes sdo “triviais” computacionalmente, e estdo pré-implementadas

na maioria das linguages de programacdo que possuem a capacidade de

“processar” vetores e matrizes, tais como FORTRAN, Matlab, Python, etc..
Finalmente, note que o algoritmo para produzir uma hidrégrafa a par-

tir da hidrégrafa unitaria conhecida u é muito simples:

paran=1,...,N faca
y[n] =0

fim

param=1,...,M faca
parak =1,...,H faca

y[m+k-1] = y[m+k-1] + x[m]*u[K]
fim
fim

Portanto, a matriz P é desnecessaria para simular vazoes!

Finalmente, hidrografas unitarias sintéticas sao uteis em bacias sem
medicao de vazdo. Dois métodos populares sao o método de Snyder e o
método do SCS.

O método do SCS parece ser mais simples e facil de aplicar. Ele precisa
de uma estimativa do tempo de concentracgdo da bacia hidrografica, que é
o tempo necessario para que toda a bacia contribua para a vazao.

Mesmo uma forma muito simplificada para a hidrografa unitaria (um
tridngulo, por exemplo) “da certo”, por causa da convolugio.
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Capitulo 8

Propagacao de cheias: modelos concen-
trados

8.1 Vertedor livre
Em Hidraulica, a equacdo de descarga para um vertedor é
Q = CLH%?,

onde Q é a vazdo, C é o coeficiente de descarga, L é a largura do vertedor e
H é a carga sobre a soleira. No sistema britanico de unidades (Q em ft>s™!,
L e H em ft), C ~ 2.8. Obtenha C no SI.

SOLUCAO

(m/0.3048)> s™! = 2.8 x (m/0.3048)"/?,

m>s!=28x —(0'3048)3 mS/Z; =
(0.3048)5/2

C = 2.8 %0.3048'/% = 1.546.

Uma outra abordagem é tentar um ataque racional e dimensional-
mente consistente para o problema. Note que a equacao

Q = CLH%/?

é dimensionalmente inconsistente: uma evidéncia disso é que C muda de
valor quando mudamos o sistema de unidades. E relativamente facil cor-
rigir isso, entretanto. Na equacdo acima a vazao cresce linearmente com
a largura da soleira; portanto, basta considerar a vazao por unidade de
largura, ¢ = Q/L. Esta por sua vez depende claramente de H. Com um
pequeno esforco, notamos que o escoamento é forcado apenas pela gravi-
dade; incluimos portanto a aceleracao da gravidade g na lista de variaveis
intervenientes. Temos agora 3 variaveis (q, g e H) e 2 dimensdes funda-
mentais: o comprimento L e o tempo T. A lista de dimensdes das variaveis
é

[q] = L*T7,
lg] = LT,
[H] = L.
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A matriz dimensional é

qa g H
L 2 1 1
T/ -1 -2 0

Existe apenas um parametro adimensional, que tem que ser constante;

portanto,

1 -4 = Q=aygLH

H+/gH
Uma segunda forma de responder a questdo sobre o valor de C no SI,
portanto, é reconhecer que C = a+/g (em qualquer sistema de unidades!),
onde agora « é uma constante adimensional e universal. No sistema bri-
tanico, g = 32.2ft s2; logo,

aN32.2 =2.8;

2.8
o = —— = 0.493.
v32.2

Portanto, no SI nds revertemos o raciocinio:

C=a+g=0.493x V9.81 = 1.545 u

Exemplo 8.2.1

Um reservatorio de acumulacgio de cheias urbano tem uma area horizon-
tal A = 100000 m? e paredes verticais. O reservatério esta inicialmente
vazio, e recebe uma cheia I(t) mostrada em vermelho na figura 8.1. O re-
servatorio possui um vertedor de soleira livre e largura L = 20 m. Use o
coeficiente C calculado acima, e obtenha a vazdo efluente O(t) em fun-
¢ao do tempo, de 1 em 1 minuto. Resolva o problema usando um método
de diferencas finitas de sua escolha para a equacao de balanc¢o hidrico do
reservatorio,

ds
3 =l - o).

SOLUCAO

Em geral, precisamos de uma relacio
O = 0(S).
As paredes do reservatorio de acumulagao sao verticais:

S = AH,
O = aygLH*?.

No instante inicial, o reservatorio esti vazio:

S(0) = H(0) = 0.
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Vazdo (m?s™!)
~ o

AV

0 50 100 150 200 250

Tempo (min)

Figura 8.1: Cheia afluente a um reservatorio de acumulacio urbano.

Isso nos da a condigio inicial do problema.
A vazéo efluente é “triangular”, com duas retas cujas equagdes sdo
facilmente obtidas:
1) = t/360, 0 <t <3600,
" 150/3 —t/540 3600 < t < 9000.

Note que nods ja convertemos as equacoes de o grafico da figura 1 para t
em segundos. A equacdo diferencial que temos que resolver é

ds
& =1 -00),
S = AH,
O(t) = agLH(®)]*?,
+ agLIH(O? = 1(0),

d_H . [a\@L] 32 = @’
dt A A

d[AH]
d

w2 = £ (o),

dt
- a\/gL,
A
(1)
fley==2.

Solucio A forma mais simples de resolver numericamente a equacio
diferencial deste problema ¢ utilizar um esquema de diferencas finitas ex-
plicito de 12 ordem:
Hn+1 - Hn
At
Hyiy — Hy + bAtH? = F(t,)At;

Hyr = Hy — bAtHY? + F(t,)AL;
Hy.i = H, + At [ F(ty) - bH?| .

+bH,? = f(t,);
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O programa de computador rout01 . py foi escrito para resolver o pro-
blema, e é mostrado na listagem 8.1.

Listing 8.1: rout01.py — Propagacdo de cheia com um método explicito.

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
#-x- coding: iso-8859-1 -*-

# ____________________________________________________________________
# routOl: propagagdo de cheia em um reservatdério de acumulagdo de

# cheias com um esquema explicito

#

# Nelson Luis Dias

# 2020-07-05T12:26:50

# ____________________________________________________________________
from math import sqrt

# e e e
# constantes do problema

# ——mm e

A = 100000.0 # area horizontal do reservatério
alfa = 0.493 # constante universal para um vertedor
g = 9.81 # aceleragdo da gravidade
L = 20.0 # largura da soleira
#

b = alfa * sqrt(g) * L / A cte da eq diferencial

def £(t):
if t <= 3600:
return (t/360.0)/A
elif t <= 9000:
return (50.0/3.0 - t/540.0)/A
else
return 0.0

pass
ass

fou = open('routOl.out','wt')

told = 0

Iold = 0.0

Hold = 0.0 # altura inicial

Oold = 0.0 # hidrdégrafa efluente inicial
fou.write ('yuuTempoy(s)yI(t)(m3/s),0(t),(m3/s)\n")
fou.write ('yuuu%8duuuu%8.2fuuuu%8.2f\n"' % (told,Iold,001d))

# aplicagdo do método explicito. note que told, tnew e deltat sé&o
# variaveis inteiras.

deltat = 60 # passo de tempo de um minuto
while told < 36000
tnew = told + deltat

Inew = A*xf(tnew)

Hnew = Hold + deltat*( f(told) - bxHoldx**1.5)

Onew = b*AxHnewx*x*x1.5
# ____________________________________________________________________
# imprime esta linha de resultados
# ____________________________________________________________________

fou.write('yuuu%8.2fLLuu%8.2fLuu%8.2f\n"' % (tnew,Inew,Onew))
told = tnew
Hold = Hnew

pass
fou.close ()

Graficamente, a figura 8.2 mostra o resultado da simulacéo.
Quando O = O(S), o maximo de O acontece em

I=0.
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Figura 8.2: Simulacdo de um reservatorio de acumulacdo de cheias com
um método explicito.

pois
0 = 0(5);
d0 _ dods,
dt  dS dt’
dt dt
ds

dt

Com Runge-Kutta

O mesmo problema também pode ser resolvido facilmente pelo método
de Runge-Kutta de 42 ordem (Dias, 2020b). O programa rout02.py im-
plementa essa solucdo alterntiva.

Inicialmente, colocamos a equacao diferencial em uma forma reconhe-
civel pelo método de Runge-Kutta:

dH
— = F(t,H) = f(t) - bH%/2.
dt
Com isso, é muito simples implementar F(¢, H) (que denominamos FF
no programa rout02. py). O programa completo é mostrado na listagem

8.2.

Listing 8.2: rout02.py — Propagacdo de cheia com o método de Runge-
Kutta.

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -*- coding: iso-8859-1 -*-

+*

rout02: propagagdo de cheia em um reservatdério de acumulagdo de
cheias com um método de Runge-Kutta de 4a ordem

H H B H

Nelson Luis Dias
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8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66

# 2020-07-05T13:41:13

A = 100000.0 # area horizontal do reservatério

alfa = 0.493 # constante universal para um vertedor

g = 9.81 # aceleragdo da gravidade
#
#

L = 20.0 largura da soleira

b = alfa * sqrt(g) * L / A cte da eq diferencial

# ____________________________________________________________________
# hidroégrafa afluente (m3/s/m2)

# ____________________________________________________________________
def f(t):

if t <= 3600:
return (t/360.0)/A
elif t <= 9000:
return (50.0/3.0 - t/540.0)/A
else
return 0.0
pass

pass
def FF(t,H):
return f(t) - b*H*%x1.5

def rk4(t,H,deltat ,FF):

[

rk4 implementa um passo do método de Runge-Kutta de ordem 4
LN

k1 = deltat*FF(t,H)

k2 = deltat*FF(t+deltat/2,H+k1/2)

k3 = deltat*FF(t+deltat/2,H+k2/2)

k4 = deltatxFF(t+deltat ,H+k3)

Hn = H + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0
return Hn
pass
# ____________________________________________________________________

deltat = 60.0 passo em t
t = [0.0] t inicial
H = [0.0] H inicial

NN = int (36000.0/deltat)
for n in range(O,NN):
tn = (n+1)x*deltat
Hn = rk4(t[n],H[n],deltat,FF)
t.append(tn)
H.append (Hn)
pass
fou = open('routO2.out','wt')
fou.write ('yuuTempoy(s)yI(t)(m3/s),0(t),(m3/s)\n")

nimero de passos

loop da solugdo numérica
novo t

novo H

adiciona t a lista
adiciona H a lista

H H o HH R HE

for n in range(O,NN+1): # imprime no arquivo de saida
fou.write ('yuuu%8duuuu%8.2fLuuu%8.2f\n"' % (t[n],Axf(t[n]),b*xAxH[n]l**1.5))
pass

fou.close ()

Graficamente, a figura 8.3 mostra o resultado da simulagéo.

Finalmente, n6s comparamos as duas solucdes na figura 8.4. Como
podemos ver, embora o método de Runge-Kutta seja teoricamente muito
mais acurado, o intervalo de tempo de simulagdo At = 60s é suficiente-
mente pequeno para que o método explicito produza um bom resultado,
praticamente igual ao obtido pelo método de Runge-Kutta.

8.2 O método de Muskingum

No método de Muskingum, a area molhada é proporcional a vazao:
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Figura 8.3: Simulacdo de um reservatoério de acumulacéo de cheias com o
método de Runge-Kutta.
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Figura 8.4: Comparacao entre os métodos explicito (ordem 1) (pontos pre-
tos) e de Runge-Kutta (linha azul) para a simulag¢do de um reservatorio de

acumulacao de cheias.
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As bases geométricas do método de Muskingum.

A=Q/v

e o volume do armazenamento é simplesmene
Q L
v v

O volume da cunha (o “tridAngulo” da figura abaixo) é, pelo mesmo motivo,
Sw = KX(I-Q)

Para uma cunha triangular, X = 0.5. Para trechos de rio, em geral X < 0.5.
Agora, o armazenamento pode ser escrito como

S=KQ+KX(I-0Q)
Note que
L
K = — = tempo de viagem entre as se¢oes.
v

Agora tudo o que nds precisamos fazer é discretizar no tempo a equagao
da continuidade:

ds

— =I(t) — O(t),

o = 1000
Sn+1_5n_In+l+In_Qn+1_Qn

At 2 2
KQn+1 + KX([n+l - On+l) - KQn - KX(In+1 - On+l) — In+l + In _ Qn+1 - Qn
At 2 2
donde
Qn+1 = C1]n+1 + CZIn + CBQn’
At — 2KX
C1 =
2K(1 - X) + At
At + 2KX
Cg =
2K(1-X) + At
o - 2K =X) - At
T 2K(1-X) + At

0.5At[(In+1 + In) = (On+1 + On)]
X(In+1 - In) + (1 - X)(Qn+1 - Qn)
O programa musk . py realiza (manualmente) a busca dos parametros
K e X 6timos para o exemplo 8.4.1 de Chow et al. (1988).

n =
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Listing 8.3: musk.py — Propagacio de cheia com o método de Muskin-

gum.

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -*- coding: iso-8859-1 -*-

[

musk.py: 0 método de Muskingum

N. L. Dias (nldias@ufpr.br),
2020-09-02T08:31:22

[

from argparse import ArgumentParser, RawTextHelpFormatter;

parser = ArgumentParser (prog='musk.py',
formatter_class=RawTextHelpFormatter,
description=__doc__);
parser.add_argument ("--X", dest="X",
required=True,
help="X_ de Muskingum");

from math import sqrt
def stat2(x):

[

(xm,xv) = stat2(x) calculates the mean xv and

Nelson Luis Dias
2009-05-12T09:18:31
2009-05-12T09:18:38

# __________________________________________________
# be careful with empty arrays
# __________________________________________________
n = len(x)
if n == 0:
return (fnan,fnan)
fn = float(n) # just in case
# __________________________________________________
# first the mean
# __________________________________________________
xm = 0.0
for xi in x:
xm += xi
xm /= fn
# __________________________________________________

xv = 0.0
for xi in x:
xv += (xi - xm)**2
xv /= fn
return (xm,xv)

def covar(x,y,xmed,ymed):
L

variance xv of x

sxy = covar(x,y,xmed,ymed) gives the covariance

sxy = (1/n) sum_{k=1}"n (x_i - xmed)(y_i -

Nelson Luis Dias
2010-01-14T16:25:12
2010-01-14T16:25:15

return fnan
assert n == len(y)
sxy = 0
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71 fn = float(n) # just in case

72 for i in range(n):

73 sxy += (x[i] - zxzmed)*(y[i] - ymed)

74 return sxy/fn

75 def reglina(x,y):

76 e

T ST T o e -
78 calculates the linear regression y = a x , the correlation coefficient r,

79 the standard deviation sy of the distribution of y given x, and the standard
80 deviation sa the estimator of a

< e e
82 LN

83 # - -
84 # check dimensions

85 H# oo — -
86 nx = len(x)

87 ny = len(y)

88 assert (nx == ny)

89 fn = float (nx)

B e
91 # starts by calculating central moments

92 H# m et T — -
93 (xavg,xvar) = stat2(x)

94 (yavg ,yvar) = stat2(y)

95 coxy = covar(x,y,xavg,yavg)

96 H# mm oo T oo oo -
97 # translates to non-central moments

98 S oo o
99 sx20 = fn * ( xvar + (xavg*xavg) )

100 sy20 = fn *x ( yvar + (yavgxyavg) )

101 sxy0 = fn * ( coxy + (xavgxyavg) )

102 # —m ot oo oo oo oo -
103 # obtains the slope

104 # —— - - - oo o T oo -
105 a = sxy0 / sx20

106 # ————— - oo m o ——— -

107 # 2007-09-21T01:40 each time I look at this I get a different result; at least
108 # this time I have documented the equation in stat.tex

100 # —mmmm e e m e
110 sa = sqrt( yvar / sx20 )
11l mmmmmmm e m e e e

112 # now calculates mean square error and correlation coefficient via the
113 # definition that r is the ratio of explained to total variance of y
114 # ———- - - oo -

115 s2 = ( sy20 - 2.0 * a * sxy0 + a * a *x sx20 ) / fn

116 sy = sqrt(s2)

117 if (s2 > yvar):

118 r = 0.0

119 else:

120 r = sqrt(1.0 - s2/yvar)

121 return (a,r,sy,sa)

122 # —-——-—=———— =~ — - -
123 # vazdes afluente II e efluente QQ

124 # —-——-—-—-———-—-— - - m e m— -
125 II = [93.0, 137.0, 208.0, 320.0, 442, 546.0, 630.0, 678.0, 691.0,

126 675.0, 634.0, 571.0, 477.0, 390.0, 329.0, 247.0, 184.0, 134.0,
127 108.0, 90.0];

128 QQ = [85.0, 91.0, 114.0, 159.0, 233.0, 324.0, 420.0, 509.0, 578.0,

129 623.0, 642.0, 635.0, 603.0, 546.0, 479.0, 413.0, 341.0, 274.0,
130 215.0, 170.0];

131 deltat = 1.0; # deltat = 1 hora

132 args = parser.parse_args ();
133 X = float(args.X);
134 print (X);

135 # - oo oo oo -
136 # qual é a duragdo da cheia?
137 # - m oo oo oo

138 n = len(II)
139 assert len(QQ) == n;

140 # —— - - - oo T oo — -
141 # KKnum e KKden agora tém que ser arrays
142 # —— - oo oo oo oo — i — -

143 from numpy import zeros;
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144 KKnum = zeros(m-1,float);

145 KKden = zeros(m-1,float);

146 fou = open('KKmusk.out','wt');

147 for j in range(n-1):

148 KKnum[j] = ( 0.5xdeltat*((II[j+1]1+II[j]1)-(QQ[j+11+QQ[jl1) )) ;

149 KKden[jl = ( X*x(II[j+1]1 - II[j1) + (1-X)*(QQ[j+1]1 - QQL[j1) );

150 fou.write("%10.5f,%10.5f\n" % (KKden[j],KKnum[j]));

151 pass;

152 fou.close();

153 # —-——-—--- -t e e m e m -
154 # calcula K por regressdo linear!!!

155 # ——-—--- e e m e mm—mm
156 (K,r,sy,sK) = reglina(KKden,KKnum);

157 print ('Ky=y',K, 'u+-y',sK);

158 Brint('l—ru=u%12.10f‘ %h (1-1r));

159 # -——-—--———- - e
160 # plota II, QQ e QS

161 # —-——————— - — -
162 den = 2*xK*(1-X) + deltat;

163 C1 = (deltat - 2*K*X)/den;

164 C2 = (deltat+2*xKxX)/den;

165 €3 = (2*K*(1-X) - deltat)/den;

166 QS = zeros(n,float);

167 Qs[o] = QQlol;

168 fou = open('QSmusk.out','wt')

169 fou.write("%4d, %6.1f %6.1f, %6.1f\n" % (0,II[0],QQ[0]1,QS[01));

170 for j in range(l,n):

171 QS[j]l = C1*II[j] + C2xII[j-1] + C3*QS[j-11;

172 fou.write("%4d %6.1f,%6.1f,%6.1f\n" % (j,II[j],QQ[j],QS[j]));

173 pass;

174 fou.close ();

A calibracdo “ideal” que eu achei foi X

vista aqui:

250

200 1

100 - 4

—50 J

—100 | ¢ 1

72()() 1 1 1 1 1 I I I
-80 —-60 —40 -20 0 20 40 60 80

100

Calibracdo de X = 0.15e K = 2.5.

A simulacdo da propagacao de cheia pode ser vista aqui:
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Propagacao de cheia.

8.3 Reservatorios lineares em série

Considere uma cascata de reservatorios lineares como na figura a seguir:

Ii(t)

s tﬂ O1(t) = §

llz =0y
s Lo
LI3 =0y
gagt; ) t 0s(t)

—>

Cascata de reservatoérios lineares

Modelos deste tipo, por serem muito simples analiticamente e faceis
de implementar, sdo amplamente usados em Hidrologia, em diversas si-
tuagoes. Vamos considerar o caso de uma hidrografa unitaria com base
neste modelo, conforme discutido na secéo 8.5 de Chow et al. (1988).

Note que a HUI que estamos procurando é a composi¢do de n reser-
vatorios lineares, e ndo apenas um deles separadamente. As equacdes de
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balango agora sio as seguintes:

Li(t) = 6(1),
O4(t) = uy(2).

Faca
Li(t) = 6(2),
S1(1)

O1(t) = w(t) = ——.

A equacio de balango para o 12 reservatorio sera

ds; 1
D15t - =55
ds; 1
E + ?Sl = S(t),
d(Tul) 1 _ .
o T pTw) =0o0);
du
Td_tl +u = 5(t),
dur w900
dt T T

Chamaremos Ii(t) de ui(t), e chamaremos de us(t) (como antes) a res-
posta conjunta dos n reservatorios. Vamos resolver a primeira equacéo (a
seguir, note que estamos impondo [u;] = [§])

du1 1 1

— 4+ —u; = =0(t

a =00
ui(t) = U@V (1)

Ud—V + Vd—U + lUV = l(S(t)
dt dte| T T
dav 1 dU 1
U [E + TV} +VE = Té(t)'
———

A solucéo para V(t) é bem simples:

V(t) = V(0)e /T,
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Substituindo de volta no que restou da EDO,

v 1
/T2 _
V(e = 25(0)
- 1) 0w

AU oL [ e
/§=o_ dé ; TV(0) Je=o o) dt
[ flx— )3(x) dx = f(a);
[ s ac= o
U(t)-U(0) = W
U(t) = U(0) +

1
V(0)T’
w () = U0V (1)

_ /T
= V(0)e [U(O) o (O)T]

0 7
= uyo) T+
T

Vamos prosseguir. A 22 equacao de balanco é

du2 Us [Z5]

— + .
dt T T
Agora, a solucdo por convolucio é

—(t-1)

wm=£e;‘mwm

t o7 e 1T
_/e ¢ dr

=0 T T
e—t t
—2 / dT
T= Jo
te”!

A 32 equacdo de balanco é

du3 Us _
E + ? = uz(t).
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A solugéo por convolugio é

—(t-7)

ug(t):/o e; us(r)dr

Il

(¢}
~

@l =
c\

)

oL

(\]

Ficou facil descobrir a lei de formacio:

plemt  gnlemf
(n—OIT"  T(m)T"

us(t) = un(t) =

Graficamente,
0.25
02 |
0.15 |
5
jas)
01|
0.05 |
0

0 5 10 15 20
Tempo (horas)

A HUI resultado da convolucao de n reservatorios lineares.

Note que est4 tudo certinho: [us(¢)] = T, e

/OO us(t)dt =1
0

(verifique!) Agora, os momentos de uma chuva real x e de uma vazao real
y produzem estimativas de T e n. Os momentos 1 e 2 de uma fungao f(t)
sao

(1 — - d
M /O tf(t)dt;
@ = 2 dt.
M /0 tof(t)dt

M _
My - MY =,
+1) 2
MP - MP = rnt1) Iy

T? T
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Capitulo 9

Propagaciao de cheias: modelos distri-
buidos

Considere um trecho de rio em escoamento variado em x e nio perma-
nente em ¢:

To §
%
7
Ax
x=
Trecho de rio em escoamento variado e nao-permanente.
O balanco de massa é
0=— pdV+}I§p(n-v)dA,
ot Jy R
0~ % [pbhAx + O(sz)] — pvhb + p (U + Z—zAx) (h + Z—zAx) b
Oh Oh ov
= |pb— — —|A Ax?);
0 [’Dbat +pbvax+pbhax x + O(Ax”);
Ax -0 =
Oh  0(vh)
— + =0
ot Ox ’
Ohb N d(vhb) 0
ot ox
hb = A,
vhb = vA = Q,
0A 00
— +— =0.
ot " 0x
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Se houver contribuicéo lateral significativa (vazdo por comprimento uni-
tario ao longo do eixo do canal) g;, a equacido da continuidade torna-se

2y

ot ox I

Para o balanco de quantidade de movimento,

0
Feg + Fgy = g [é) vepdV + jl{y pug(n - v)dA.

Abrindo a expressao,

A 1 1 ho |\
pgbhAx sen 0 — 1 X bt pgbh* — pgb | h + 8—Ax
0 0 0x

cos @ 2 cos 2 cos

vbh+p

01,2 hpax + O(sz)]

(9t p os 6 0s9

00

1, 1 oh \°
pgbhAx sen 0 — 7oAxb + Epgbh - Epgb h+ an

= 2[ vhbAx + O(Ax?)| — pvvbh + p [v + @Ax 2 h + %Ax b
“ar P P ox dx

oh
pgbhAx sen 0 — 1oAxb — pgbha—Ax =
X

@ +0° G_h + th(?_v
ot ox ox

pbAx

oh _9@h)  ,0h . dv

hsend — 2 — gh2"
grsen p e ot 0x 0x

oh ov oh ov ov
= E + ha— Ua + Uha—x ha—x
oh 0 ov ov
=0 E+a—(vh) +h E'F’Ua]
=0
Mas
70
— =ghS
P f
senf ~ S,
oh ov ov
ghSo — ghSy —gha h R +va ,
ov ov oh
5 TV T 95, = 9(So — S¢)



9.1 A onda cinematica

Comecamos com a equacdo de continuidade,

8_h+6(vh)_o
ot ox

e simplificamos bastante a equagdo de Momentum:

0 0 0
%z+/(9Z +/%/—(S—S)
t U@x gax ~ 9o of)

Quando Sy = S¢, alinha de energia é paralela a linha d’agua; o movimento
é (localmente) uniforme; podemos voltar ao que estudamos no capitulo e
integrar o perfil v(z)/v., etc., e obter (por exemplo) a equacdo de Manning,.
Em suma, se a equa¢do de momentum admite essa simplificacdo, entao
v = v(h) (existe uma “curva-chave”!) e

Losscr/z 1230172
v:;R/sO z;h/so :

Um ponto importante que é sempre bom relembrar: estamos simplifi-
cando a equagdo de momentum, mas mantendo a equagao da continuidade
em sua forma completa! Isso acontece frequentemente em Mecénica dos
Fluidos, e pode ser rigorosamente justificado se analisarmos as ordens de
magnitude relativas dos termos em cada equagao.

Levando v na equacdo da continuidade,

at | Ox
@ . Eh2/3sé/2 % Y
ot 3 n ox
———
Ch

n

oh 0 [1h5/353/2] _o,

Note que a celeridade da onda h(t) é
1/2
Ch = EhZ/SSO
3 n
5
= —v(h)!
Lo(h)

Portanto, a onda de cheia move-se mais rapidamente do que a agua do rio.
Algumas vezes, é mais pratico trabalhar com as variaveis Q e A do que
com v e h. Multiplique a equagéo da continuidade por b:

o(hb)  O(vhb)
= O;
or T ox
0A DO
4= -0
ot | ox
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A equacdo de Manning pode ser reescrita em termos de Q = Q(A):
1 23c1/2
U= ;h / SO y

1
vhb = Q = —bh*’s}/?
152

_ 3/315/3¢1/2
0= nb2/3b h>’>S,

_ 5/3¢1/2
0= b2/3[bh] S,

_ 5/3¢1/2
Q0= b2/3A So

Escrevemos agora a equacdo da onda cinematica como

0A _0Q

ot Hx =0,
dAdQ 30
oot Tox "
5Q dQoQ _
ot dA ox

Esta dltima é uma equacgio de onda na variavel que talvez seja de maior
interesse pratico, Q = Q(x, t). A celeridade da onda cinematica de vazao
é
dQ 5 1 2/3 1/2
=34 T 3ppnt Y
2/3
A\ S/

b 0

h2/351/2
n
——

v(h)

gv(h).

Il
Wl u
S =
—_——

_3

Nao surpreendentemente,
Co = Cp.

Concluimos que Q é uma onda que se propaga solidariamente com h, o
que é, em retrospecto, 6bvio. Nosso problema agora é resolver a onda
cinematica para Q numericamente. Existem muitas possibilidades (em
principio, existem infinitas possibilidades).

Vou tentar encontrar uma solucao relativamente simples. Em primeiro
lugar, noto que para resolver a onda cinematica tendo uma unica variavel
dependente Q(x,t) eu ainda vou precisar de A; logo, preciso inverter a
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equacdo de Manning:

_ 5/3¢01/2
0= nb2/3A So

an2/3 :A5/3S;/2
2/30-1/2 _ 45/3
Qnb*3s; 12 = A%/

. .13/5
A= |Qnb*s; |

2/3
5 1 1/2 2/3o—1/2 3/5
= 3nb2/3s {[an So ]

> 1 a2 2/30-1/2]%°

_ gn_3/5b_2/553/10Q2/5.

Supondo que eu esteja certo, e nunca se sabe, o meu objetivo agora é utili-
zar o método (explicito, mas acurado) de Runge-Kutta, porque o “pacote”
ja esta semi-pronto. Como sempre, a ideia é discretizar Q:

OF = Q(iAx, kAt), i=0,...,N,, k=0,...N,.

Suponha que eu discretize primeiro em x; entao, deixo de ter uma incogi-
nita continua em x e passo a ter n + 1 incognitas Q;. Por enquanto, vamos

supor que Q; = Q;(t):
Ax = L/Nx,
= Q(iAx, t) = Qi().

Vamos representar a totalidade dos Q;s por um vetor Q. A equacio da
onda se torna

dQ; Qi — Qi1
+co———— =0, i=1,...,N,,
dt €0 Ax : x
5 _ _
co, = 5” 3/5p 2/558/1()@?/5
dQ; 5 375, -9/503/10 ~2/5Qi — Qi-1 .
LA ey v B L SR
Kr

Vetorialmente, agora nos temos

© o).

Fi(Q,t) = =KrQ 2/5Q’ Ql i=1,...,N,.

Note entretanto que as equacdes acima s6 podem ser calculadas para
Fi, ..., Fxn,; entretanto, Q; comeca em i = 0! Para que o método de Runge-
Kutta possa ser aplicado, nés precisamos de uma equagio para

dQo

T = Fo(t, Q).
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Note que a onda cinematica pressupde que nos conhecemos a condigao
de contorno de jusante, Qy(t). Portanto, essa derivada é conhecida. Dis-
cretizemos agora no tempo:

OF = Q(iAx, kAr),
FF = Fy(kAt).

Entao
- oi”
At
Portanto, a cada passo de tempo k, F, é facilmente calculado, a partir de
k = 1. Isso nos da a equacdo para Fy, que faltava, e efetivamente é a forma
de impor a condicdo de contorno no método de Runge-Kutta. O método
em si é simplemente a sequéncia de operacdes vetoriais

= FF.

dQ
— =F t’ ’
ki = AtF(t, OF),
A 1
k, = AtF(t, + 7t 0" + k),
At 1
k3 = AtF(tk + ?, Qk + EkZ)’

ks = AtF(tp + At, O + k),

1 1 1 1
k+1 k

=0"+ ki + ks + ks + —ky.
Q? g? 6 1 3 2 3 3 6 4

Em principio, nos agora temos tudo o que é necessario para a imple-
mentacdo computacional da onda cinematica.

Um ponto importante, e doloroso, é a estabilidade restrita dos métodos
explicitos. Embora nao seja proveitoso fazer uma analise de estabilidade
detalhada do método numérico que vamos tentar aplicar, é sempre ttil
olhar para o nimero de Courant,

B CQAt
T Ax

Co

e verificar se (em geral) Co < 1. Como cp depende de Q%3 parece sufici-

ente calcular
2/5s AL

ma.
¥ Ax
Todas essas ideias agora ficam implementadas no programa oncin. py:

5
Comax = 5n—?'/Sb—Z/f"sg/ 10

Listing 9.1: oncin.py — Propagacdo de cheia com o método de Oncinin-
gum.

#!/usr/bin/python3

# -*- coding: iso-8859-1 -*-

# e e e
oncin.py: resolve uma onda cinemadtica com o método de Runge-Kutta

Nelson Luis Dias
2020-09-03T18:08:43
2020-09-04T11:22:28 (a new day is born)

H OB OH
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10 from math import isnan;
11 def FF(t,Q,F0):

12 L

13 o coragdo de RK4

14 v

15 vv = zeros (Nx+1,float);

16 vv[0] = FO; # will this enforce the BC?

17 # for i in range(1,Nx+1):

18 # Qbas = Q[il;

19 # assert Qbas >= 0.0;

20 # aux = -KF*Qbas**(0.4)*(Q[i] - Q[i-1])/dx;
21 # vv[i] = aux;

22 # pass;

23 # - m e m e e —

24 # a forma a seguir é& *muito* mais eficiente do que um loop cléassico
I e e

26 vv[1:Nx+1] = -KF*(Q[1:Nx+1])**(0.4)*(Q[1:Nx+1] - Q[0:Nx])/dx ;
27 return vv;

28 def rk4(t,Q,dt,FF,F0):

29 LN

30 rk4 implementa um passo do método de Runge-Kutta de ordem 4
31 LN

32 k1 = dt*FF(t,Q,F0);

33 k2 = dt*FF(t+dt/2,Q+k1/2,F0);

34 k3 = dt*FF(t+dt/2,Q+k2/2,F0);

35 k4 = dt*FF(t+dt,Q+k3,F0);

36 Qn = Q + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0;

37 return Qn;

38 def Qt(t):

39 LN

40 a vazdo (cfs!!!--> m3/s) em funcdo do tempo na segdo zero
41 LN

42 assert (t >= 0 );

43 Q0 = 2000.0;

44 QM = 6000.0;

45 delQ = 4000.0/(48.0%60) ;

46 if t <= (12.0%60)

47 Qr = QO

48 elif t <= (60.0%60):

49 Qr = Q0 + delQx*(t - 12%60);

50 elif t <= 108.0%60:

51 Qr = QM - delQ*(t - 60%60);

52 else:

53 Qr = QO;

54 pass

55 return Qr*(0.3048)*%x3; # retorno tudo em m3/s

56 pass

57 H m oo oo - -
58 # 0 programa propriamente dito comega aqui

59 # - -

60 print("Tabelayde vazdes, (m3/s):")
61 for it in range(0,121%60,12%60):

62 print ("%6d,%7.2f" % (it//60,Qt(it)));

63 pass;

[ I e e
65 # rugosidade e geometria do canal

66 H# oo oo oo oo oo
67 mn = 0.035; # coeficiente de Manning

68 SO = 0.01; # declividade

69 b = 200.0; # largura, ft

70 b *= 0.3048; # b emm

7l # — oo oo o oo
72 # KF pode ser uma variavel global

73 # S oo oo -
74 KF = 5.0%n**(-0.6)*b**x(-0.4)*S0**(0.3)/3.0;

75 S oo o o -

76 # agora eu escolho os parédmetros de minha discretizacgéo

77 # —mm oo oo -

78 L 15000.0; # comprimento do canal, ft

79 L %= 0.3048; # comprimento do canal, m
#
#

H*

80 Nx = 1500; discretizagdo em x
81 dx = L/Nx; deltax, metros
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82 TT = 150%60.0; # tempo de simulagdo: 150 min = 150 * 60 s

83 Nt = 15000; # discretizacgdo em t

84 dt = TT/Nt; # deltat, s

85 print ('L, b, Tu=u', L, b, TT);

8 print(dx,dt); # verfifica

87 # - - m e —————
88 # Importante! Verifica o nimero de Courant

89 # ---------- - e — e ———— -
90 from numpy import =zeros;

91 Qtime = zeros(Nt+1,float);

92 for k in range(Nt+1):

93 t = k*xdt ;

94 Qtime [k] = Qt(t);

95 pass

96 Qmax = max(Qtime);

97 cQmax = KF*Qmax*x*x(0.4);

98 Cou = cQmaxx*dt/dx ;

99 print('Couy=,', Cou);

100 assert (Cou < 1.0);

101 # ——————m e ——————
102 # s6 quero guardar (acadak,acadai) dos dados Q calculados

103 # ——- - m oot
104 print (Nx,Nt);

105 acadak = 100;

106 acadai = 100;

107 IL = Nx//acadai;

108 IT = Nt//acadak;

109 print ("IT, IL,=y,",IT,IL);

110 Qs = zeros ((IT+1,IL+1),float);

Tl # mm o m o m oo e e
112 # aloco o vetor QQ

113 # —mmmm e e e e
114 QQ = zeros((2,Nx+1),float);

115 QQ[0] = Qt(0.0); # condigdo inicial

116 # === mm o= o m o e e

117 # guarda valores selecionados da condig8o inicial em Qs [0]
118 # ——— - - - - - oo -
119 for isx in range (IL+1):

120 Qs[0,isx] = QQ[0,isx*acadail;

121 pass;

122 # ——--- - s oo —
123 # prepara o inicio da simulacgéo

124 # -—------- - T
125 old = 0; # posigdo das alturas antigas

126 new = 1; # posigdo das novas alturas

127 # from sys import stdout;

128 # —-—---—----- - - -
129 # finalmente, o loop para simulacgéo

130 # —-—----- - - - oo T oo — -
131 for k in range(1,Nt+1): # loop no tempo

132 t = kx*dt; # tempo em segundos

133 print (k,Nt); # imprime o tempo

134 QO0k = Qt(t); # a vazdo agora na sec mont
135 FO = (QO0k - QQ[old,0])/dt # calcula a derivada

136 QQ[new] = rk4(t,QQlold],dt,FF,F0); # avanga o vetor Q

137 # ——--- - - - - - T - oo oo — -
138 # a cada acadak:

139 # ——------- - - m o — e ——— - — -
140 if k % acadak == 0:

141 ks = k // acadak;

142 for isx in range(IL+1):

143 # stdout .write ("%6d %6d" % (ks,isx));

144 Qs [ks,isx] = QQ[new,isx*acadail;

145 pass;

146 # stdout.write ("\n");

147 pass

148 (new,0l1d) = (old,new)

149 pass

150 # —m ot oo oo o

151 # agora imprime, primeiramente, as vazdes nas acadai segdes

152 # —- - s oo oo — - ———
153 fout = open('oncin-t.out','wt');

154 for ks in range(IT):
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155 t = ksxacadak*dt;

156 fout.write('%8.2f"' % t);

157 for isx in range (IL+1):

158 fout.write('%8.2f' % Qs[ks,isx]);
159 pass;

160 fout.write('\n');

161 pass;

162 fout.close ()

A saida pode ser vista aqui, graficamente:

180
160
140
120

'z=00m
=24384m —— |
r =4572.0m

100
80
60

Vazdo (m3s71)

40 +
20

0 I I I I I I I I I
0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150

Tempo (minutos)

Propagacdo de uma onda cinematica, método de Runge-Kutta (Exemplo
9.6.1 de Chow et al. (1983)).

9.2 Muskingum-Cunge

Ax
K=—
1 oF
X==|1-—L
2 begrSoAx
At — 2KX
C =
2K(1 - X) + At
At + 2KX
Cz =
2K(1 - X) + At
o - 2K -X) - At
T 2K(1-X) + At

OF 1 = ¢, 0! + C,0F | + G5 0F

Eis aqui uma comparacdo do método de Runge-Kutta com o método
de Muskingum-Cunge:
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RK4 ——

160 + Muskingum-Cunge i
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9.3 A aproximacao da difusao

Re-comecamos com a equacgéo de continuidade,

6_h+8(vh)_0
ot ox

e simplificamos um pouco menos a equacdo de momentum:

0 0
0 0 oh
E{ +ya{( +g£ = g(So — S¢).

Isso nos da um par de equacoes,

Oh _ d(vh)
or  Ox
oh

— =S, S¢.
ox 0 f

Derive “cruzado”:

P [0h] 8%(vh)

ox | ot ox? ’

9 [9h] _ 95¢
ot | 0x ot
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Ou:

% 3 0%(vh)
ot ox?
v = h2/35}/ 2,
onh™2/3 = S}/Z,

Sf - nZh 4/3 _ 2(’0”1)2]’1_2_4/3 — nZ(Uh)Zh—10/3’
8 [n*(vh)?*h™103] 82(vh)

ot 0x?
q = (vh);
a[ 2h 10/3] _ an
ot ax?
6[q2h_10/3] ~ 1 82q
ot T nZox?
_ dq 10 , 1330k 1 9%
B10/3 yog 2 _ 213370 _ — Z 4
x q(’)t 3 ot  n?dx?
_ dq 10 , .09 1 0%
103 9o 24 27 213379
Tor 751 dx  n?odx?
Bq 10 , .50q h'°3d%
2 h35 L = —
qa q Ox n? Ox?
(96] 5 h—3/3@ _ h10/3@
5t 3 dx  2gn? 0x?
9q §vhh_1@ = h10/3@
t 3 Ox  2qn? 0x?

dq 5 dq _hPdq

+-v— = —.

dt 3 0x  2qn® Ox?
Note que isso é a mesma aproximacdo da onda cinematica do lado es-
querdo, com uma corre¢io “difusiva” do lado direito! O coeficiente de
difusdo que aparece é dimensionalmente consistente:

h10/3 h7/3 vh

T oqn? 2mPv 25

Observe agora que [[S f]] = 1,e [D] = L2T~"! No formato em que estamos,
a solugao do problema hidrodinamico, estritamente, falando, envolve re-
solver o par de equacdes diferenciais parciais

oh  dq

o ax’

06] ( / )aq h10/3 0261

ot dx = 2qn? dx?’

Se nos discretizarmos no espaco, ficaremos com dois sistemas de EDOs:

dh
— =F t’ )
5 n(t,q)
dg
E = q(t, h, q)
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Novamente, isso pode ser resolvido (por exemplo) por Runge-Kutta.
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Capitulo 10

Probabilidade e estatistica aplicadas a
Hidrologia

Em primeiro lugar, uma questéo filosoficamente importante: modelar um
fendmeno como “aleatério” nio significa que o fendmeno nio possa ser
intrinsecamente governado por leis deterministicas. Significa, simples-
mente, que conhecer as condi¢des iniciais, as condi¢des de contorno, ou
resolver as equacgdes dinamicas é na pratica impossivel. Neste caso, é me-
lhor “apostar” ou “projetar” com base em probabilidades. Exemplos:

o O resultado de uma rodada de roleta.
« Um escoamento turbulento.

« A vazio do rio Iguacu em 2021.

A melhor abordagem, que todos adotamos modernamente, para a te-
oria de probabilidade é devida a A. N. Kolmogorov, sendo chamada de
“abordagem axiomatica”. Ela é consideravelmente mais elegante do que
a alternativa anterior, historica, de definir probabilidade como um limite
da frequéncia empirica com que um resultado (um “evento”) é observado.
Uma abordagem elementar mas muito clara pode ser encontrada em Pa-
poulis (1991, capitulo 2); em ordem crescente de rigor (mas inevitavel-
mente, também de dificuldade), outras abordagens podem ser encontradas
em James (1981), Rosenthal (2008) e Billingsley (1986).

A esséncia da abordagem axiomatica de Kolmogorov é postular a exi-
séncia de uma tripla de probabilidade (Q, %, P) (Rosenthal, 2008, capitulo
2):

« Q é um conjunto, denominado espaco amostral.
« % éum campo, um conjunto formado por sub-conjuntos de Q. Mas
nio todos os subconjuntos! (Mais sobre isso em um instante). Em

linguagem matematica muito técnica, .# é uma algebra o, ou um
campo o.

« P é amedida de probabilidade, que d4, para cada A € .%, a probabi-
lidade do ocorréncia do conjunto — ou melhor, do evento — A. Mais
especificamente, P é uma funcio do tipo

P:F —]0,1]
Ae.Z > P(A) e]o,1].
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O segredo (e 0 enorme problema) da coisa é que .# ndao é, em geral, igual
ao conjunto de todos os sub-conjuntos de Q. Ele é formado apenas pelos
conjuntos A C Q para os quais é possivel definir P(A) (para mais detalhes,
veja a excelente exposi¢do de Rosenthal (2008, capitulo 1)).

Dentro dessa abordagem, uma variavel aleatoria VA é agora, a fungao
mensuravel X(w):

X:w—R
weQ x=Xw).

Por defini¢do, uma funcio X(w) é mensuravel se
{weQ|X(w)<x}e.Z, x €R
(Rosenthal, 2008, capitulo 3).

| Fendmeno fisico
’ AR

|
Modelo probabilistico
|

x1 = X(w1)

x2 = X(wz)

A pergunta mais importante do ponto de vista pratico é: qual é a pro-
babilidade de ocorréncia de um certo intervalo de valores de X(w)? A res-
posta é dada com a defini¢do da funcao de distribuicao acumulada (FDA)
de x, F(x):

F(x)=P({w | X(0) < x}). (10.1)

Em particular, fica entdo evidente que é necessario que X(w) seja mensu-
ravel para que F(x) possa ser definida em termos da medida de probabili-
dade P.

Talvez o descritor mais comum de uma VA seja a sua média probabi-
listica, ou valor esperado. Ela é dada por uma integral de X(w) sobre Q, a
saber

[ = /Q X(w) dP(w). (10.2)

A defini¢do das integrais do tipo (10.2) é tecnicamente muito elaborada,
e passa por um assunto denominado teoria da medida; talvez um tratado
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definitivo sobre o tema, em conexdo com a teoria de probabilidade, seja
Billingsley (1986). Em Engenharia, nés estamos normalmente acostuma-
dos com o calculo de integrais sobre intervalos de nimeros reais, e ndo
em conjuntos mais genéricos e abstratos tais como Q (cuja natureza se-
quer foi definida acima!). Felizmente, vem em nosso auxilio o seguinte
teorema, que nos citamos sem prova (Rosenthal, 2008, Teorema 6.1.1):

Teorema de mudanca de variaveis: Dada uma tripla de probabilidade
(Q, #,P), seja X uma variavel aleatéria com medida de probabilidade P e
distribuicao F. Entdo, para qualquer funcido mensuravel g : R — R,

/g(X(a)))dP(w):/g(t)dF(t). (10.3)
Q R

Observacoes:

1. O teorema (10.3) é também a definicdo do valor esperado de uma
funcao g(X):

E{g(X)) = /Q 4(X(0))dP(@). (10.4)

2. Em particular, quando ¢(t) = t (a identidade), nés obtemos a ex-
pressao para o valor esperado, ou média probabilistica, de U:

u=E{X} = /RxdF(x). (10.5)

E{g(X)) = /R 9(x)dF (). (10.6)

3. Analogamente, a varidncia de X e os momentos centrais sao

Mg = 0* = Var{X} = E {(X - p)?} = /R (x - p)dF(x),

Mes = E{(X - 0} = /R (x - pPdF (),
Mo = {0 =)'} = [ (e wtarco

4. Finalmente, se F(x) for diferenciavel, e se existir a fun¢do densidade
de probabilidade (fdp)

dF
= —, 10.7
o) =1 (107)
segue-se que

= /R xf(x) dx. (10.8)

Esta ultima definicao de yu talvez seja a mais comum em cursos in-
trodutorios de probabilidade.

Algumas regras mais ou menos 6bvias em Teoria de Probabilidades
sdo:
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1. Se
AL A, L LA,

sdo eventos disjuntos que cobrem totalmente o espago amostral,
141 LJ/ﬁz... LJz%n ::§2,

entao

EZHAQ:PKD:L
i=1
2. SeAéo complemento de A,
P(A) = 1 - P(A).

A probabilidade condicional do evento B em relacdo ao evento A é

P(AN B)

PB|A) = =

Dois eventos A e B sdo independentes se P(B | A) = P(B); entéo,
P(AN B) = P(A)P(B).

10.1 Um pouco de estatistica descritiva

Ordene x de tal forma que x; < x; < ... < x, e calcule
F=L=pPX<x)
n
Vamos digitar a Tabela 11.1.1 de Chow et al. (1988)

Listing 10.1: apcoll.py — Estatistica descritiva para dados de chuva em
College Station.

1 #!/usr/bin/python3

2 # -x- coding: is0o-8859-1 -x*-

3 H# m oo
4 # apcoll.py: precipitagdo anual em College Station, Texas, 1911--1979

5 #

6 # Nelson Luis Dias

7 # 2020-09-07T15:45:33

8 # —mmmmm o m oo s oo — e ————— -
9 def _pinterp(xc, x, y):

10 # - - oo oo oo
11 # must have at least 2 points for interpolation

12 # ——— - - oo
13 nx = len(x)

14 ny = len(y)

15 assert nx == ny

16 if nx < 2:

17 exit("ssr_f4_interp: nymust, be,>=,2\n")

18 # —-—--------- - o - -
19 # error conditions: xc must be within (x[0],x[n-1])

20 # - -m- - oo oo s oo -
21 if (xc < x[0]) or (xc > x[nx-11):

22 exit ("xcy=y%lfyoutyof range: %f %f\n" % (xc, x[0],x[nx-1]1))

23 # -t — i —— -
24 # simple binary search algol

25 # -t oo oo s — i — -
26 iu = nx - 1
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27 il = 0

28 while (iu - il > 1):

29 im = (iuw + i1)//2

30 if ( xc <= x[im] ):

31 iu = im

32 else:

33 il = im

34 # ----- - - o T — e — -
35 # linear interpolation and return

R e b
37 dx = (x[iu]l - x[ill)

38 dy = (yl[iul - y[ill)

39 m = dy/dx

40 return (y[il] + m * (xc - x[il]))

41

42

43 def interp(xc, x, y):

44 if x[0] > x[-11:

45 return(_pinterp(-xc,-x,y))

46 else:

47 return(_pinterp(xc,x,y))

48 pass

49 ass

50 # —-------m oo oo — -
51 # inicio do programa principal

Y e
53 pa = [39.9, 31.0, 42.3, 42.1, 41.1, 28.7, 16.8, 34.1, 56.4,

54 48.7, 44.1, 42.8, 48.4, 34.2, 32.4, 46.4, 38.9, 37.3, 50.6,

55 44.8, 34.0, 45.6, 37.3, 43.7, 41.8, 41.1, 31.2, 35.2, 35.1,

56 49.3, 44.2, 41.7, 30.8, 53.6, 34.5, 50.3, 43.8, 21.6, 47.1,

57 31.2, 27.0, 37.0, 46.8, 26.9, 25.4, 23.0, 56.5, 43.4, 41.3,

58 46.0, 44.3, 37.8, 29.6, 35.1, 49.7, 36.6, 32.5, 61.7, 47.4,

59 33.9, 31.7, 31.5, 59.6, 50.5, 38.6, 43.4, 28.7, 32.0, 51.8];

60 n = len(pa); # tamanho da lista

61 print(len(pa)); # imprime

62 print (1979-1911+1); # verifica

63 pa.sort(); # ordena as precipitagdes

64 print(pa); # imprime

65 #H —----- - -
66 # Fungdo distribuigdo empirica

67 # —----- - - -

68 Fp = [ (i+1)/n for i in range(mn)];

69 print([float (", %7.4f" % Fi) for Fi in Fpl);

70 print ('yP[uXy<=435.04iny]y=y"', interp(35.0,pa,Fp));

71 print('yP[ Xy>u45.04uingly=y', 1.0 - interp(45.0,pa,Fp));
72 print (' P[,35.0,<=,X,<=445.0,in,]u=0",

73 interp(45.0,pa,Fp) - interp(35.0,pa,Fp)l);

74

75

76 def statd(x):

77 L

78 T T T T T e e s o e — e —— i — -
79 (xm,xc2,xc3,xc4) = stat4(x) 4 primeiros momentos, *sem* corregéo
80

81 Nelson Luis Dias

82 2020-09-07T18:20:59

o e e
84 L

85 fnan = float('man');

86 # ——--m-mmmmm e m e e
87 # be careful with empty arrays

88 # —mmmm o m e e m
89 n = len(x);

90 if n == O0:

91 return (fnan,fnan,fnan,fnan);

92 fn = float(n); # just in case

93 # e
94 # first the mean

05 # mm et e e m e m—mmm— -
96 xm = 0.0;

97 for xi in x:

98 xm += xi;

99 xm /= fn;
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100 # ———————— -
101 # now the moments

102 # ————m - m et ot e m e mm e m—
103 xc2 = 0.0;

104 xc3 = 0.0;

105 xc4 = 0.0;

106 for xi in x:

107 dx = (xi - xm);

108 dx2 = dx*x*2;

109 dx3 = dx2x*dx;

110 dx4 = dx2*dx2;

111 xc2 += dx2;

112 xc3 += dx3;

113 xc4 += dx4;

114 pass

115 xc2 /= fn;

116 xc3 /= fn;

117 xcd /= fn;

118 return (xm,xc2,xc3,xcd);

119 from math import sqrt;

120 fn = float(n);

121 (pm,pm2,pm3,pm4) = statd(pa);
122 pm2 *= (fn/(fn-1));

123 pm3 *= fn*x*2/((fn-1)*(fn-2));
124 pmé4 *= ((fn+1)*fn**2)/((fn-1)*(fn-2)*(fn-3));
125 print ('pmy=y%7.4f"' % pm);

126 sp = sqrt(pm2);

127 print ('spy=y%7.4f' % sp);

128 cs = pm3/sp**3 ;

129 print('csy=y%7.4f' % cs);

130 ku = pmé/sp**4;

131 print ('kuy=,%7.4f"' %ku);

Coisas bem conhecidas de Teoria de Probabilidades sao:

dF(x)
dx ’

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

fx)

P{a < X(x) < b}

f(x) é a densidade de probabilidade; F(x) é a funcéo distribuicdo acumu-
lada de probabilidade.

A f mais famosa do mundo é a normal:

1 (x — p)?
flx) = Eexp ooz

Para fazermos o exemplo (bem simples!) 11.2.1, utilizamos

Listing 10.2: ndist.py — Exemplo com uma distribuicdo normal em
Python.

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -*- coding: iso-8859-1 -*-

H#

ndist.py: em busca da distribuigdo normal

Nelson Luis Dias
2020-09-07T17 :46:20

0 N NG W N =
H H HH

# ____________________________________________________________________
9 from statistics import NormalDist; # Preciso de Python 3.8!!!
10 x = NormalDist(0.0,1.0);
11 p = x.cdf(1.0) - x.cdf(-2.0);
12 print ('P[-2u<uZu<ullu=u', p);
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10.2 Descritores estatisticos

1
Média p:E{X}:/xf(x)dx X=—) x
R n <

Mediana F(%) = 1/2 F(x)=1/2
n 1/n
Média geométrica g = exp[E{lnx}] J= (1—[ xi) .
i=1
1 n
Varidncia 0% = E{(X — p)*} s2 = n (x; — x)
n —
i=1
Desvio-padrao o = Vo? Sy = 4/s2
Coeficiente de variacio CV = g CV = s:x
U x
E _ 3
Assimetria Yy = M Cs = Z( x;i — x)°
o3 (n-— 1)(n - 2)s3 —
E{(x — p)* +1
Curtose K= L“#)} Cy = (n+ Un Z(x, —x)*

o (n-1)(n-2)(n - 3)ss —

A “segunda parte” do programa apcoll.py calcula as estatisticas para
os 69 anos de dados de chuva que nos ja encontramos antes. Quando
rodamos o programa, concluimos que os dados de chuva anual sdo muito
proximos de uma distribui¢do normal!

10.3 O ajuste de distribuicdes de probabilidade
Um distribuicdo de probabilidade f(x) é um modelo analitico do tipo
f(x) 919 029 ceey 9”)‘

Sempre é possivel relacionar os parametros com os momentos tedricos,
na forma (por exemplo, para 3 parametros!)

01 =6i(p,0,y)
02 = Ox(p, 0,y)
03 = 03(p, 0, y)

Cada parametro pode, mas ndo precisa ser igual a um dos momentos.
O método dos momentos

Exemplo: suponha que vocé queira ajustar a distribui¢do exponencial de
2 parametros,

X—XO]
b

fo) = 7 exp [

A média e a variancia sao

:/Oof(x)dx:x0+/1;

X = Xg.

o = /m(x — [x0 + A]?f(x) dx = A%
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Agora, se os dois primeiros momentos sio X e sy, resolvemos

f:xo+)L,
Sy =A; =
A= sy,

X0 = X — Sy

O método da maxima verossimilhanca

¢ um pouco diferente! Defina

L=]]rese)
InL = Z In(f(x;); 0)
i=1

e agora queremos max In L:

OlnL 0 P
— =0, =1,...,n,.
A0y P

No caso da exponencial de 2 parametros, como é que nds ficamos?
1 f( ) 1 1 [ X — Xo]
nf(x;)=In{-exp|-
’ 19P 1T

Xi — Xo

=1In(1/1) —

Xi — Xo

A

xi—xo]

= —In(A) -

= - |m( +

Agora,

In = —Zn: [ln(A)+ x"_x"],

i=1
dlnL 1 n
= + - = -,
axo ; A A

(9lnL_ - (xi—X()) 1
ox ‘Z[ A2 A]'

i=1

Igualando as duas ultimas equacdes acima a zero, nds encontramos um
par de equacgdes incoerente!




Nao é possivel resolver o sistema: a distribuicido exponencial de 2 para-
metros ndo possui estimadores de maxima verossimilhanca.
Veja o caso entretanto da distribui¢io Gumbel (EV I),

F(x) = exp [— exp (_x ; u)] ,

f(x)——exp[ _u—exp(—x_u)].

(04

Acima,
U =1u+ayg,

onde yg = 0.5772. .. é a constante de Euler (e ndo o coeficiente de assime-
tria!). Vamos agora obter a funcio de verossimilhanca:

L= ﬁf(xi;u,a)
i=1

n

1 Xi—u Xi—u
1_[ —exp [— —exp (— )]
L la a o

I

| =
o
o
|

|

<
|
o
o]
eS
|

&

|

<

N —

D —

InL =1In (%) + Zn: [_x,-;u — exp (—xi;u)]

I
|
S
5
—
R
N—"
+
|
=
R
<
|
o
o]
S
|
2
RN
<
S—

Il
|
S
5
—
S
~
|
2<
I
¢l
o]
o
/—\
3<
I
<
~—

i=1

As derivadas de In L em relacdo a u e a a sdo

dnl n 1< X — U
ou —E—E;exp(— a )
1 . ane (xi—u)
= — —_ X —_—
a P P a

SHE

R|=
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Igualando as duas derivadas a zero, encontramos agora, para a primeira,

exp (4) D exp (<) =

u=a [lnn —lniexp (—%)] .
i=1

Para a segunda,

n

n
. n Xi—Uu Xi—Uu Xi—u
0= a+z a? Z( o’ )exp( a )’

i=1 i=1

A tltima equacédo pode ser rearranjada, levando em conta que

n
Z X; = nx;
i=1
encontra-se entao
—_— n Xi
nx 1 Qg Xiexp (—;’)

0=-n+—

a a  exp (—%)

Porém,

n Xz xiexp (=)
a Yiexp (%) ,
2i=1 Xi €Xp (_%)

?:1 exp (_%) ‘
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Esta tltima equagéo pode ser resolvida numericamente para «; entao, com
« estimado, calcula-se

u=a lnn—lniexp (—%)

i=1

10.4 Bondade de ajuste
(Goodness of fit)

Vocé pode usar o chi-quadrado, mas ele é um teste paramétrico, que
vale se a distribuicdo subjacente for a distribuicdo normal. Um teste nio
paramétrico que é até um pouco mais facil de aplicar é o teste de Kolmogorov-
Smirnov. A estatistica do teste é

d = max i—F(x,‘) )
i |n

E muito dificil calcular a func¢do distribuicio acumulada de d (Drew
et al., 2000), mas existem tabelas, etc., em diversas fontes. Minha tabelinha
humilde porém 1til pode ser encontrada em Benjamin e Cornell (1970). O
mais abrangente que eu encontrei até agora foi o trabalho (muito recente!)
de Simard et al. (2011), que liga para rotinas em C que fazem isso.

Também é importante lembrar que a distribui¢cdo que melhor ajusta
uma FDA empirica ndo é, necessariamente, a melhor distribuigao para a
modelagem estatistica do fendmeno em questdo. Um critério melhor, mas
bem mais dificil de identificar, é o erro do modelo escolhido na estimativa
do quantil xr no qual estamos interessados (mais sobre isso depois?) (T é
o tempo de recorréncia).

10.5 Algumas distribuicoes de probabilidade

A
P{X=z.}=0
P{X =10} =0

f(x) Plzg < X <z} = [:U‘ flz)dz

Normal

Em muitos casos, a soma de n variaveis aleatdrias tende a uma normal
quando n — oo. Este é o famoso Teorema Central do Limite. Por este
motivo, a Normal é muitas vezes considerada uma distribui¢do “natural”,
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sempre que o fendmeno modelado resulta de uma soma grande de fatores.

1 _ 2
f(x)= exp l—(x 'g) ], —00 < x < 400,
oV2mn 20
1 xX— U
F(x) = - 1+erf(—)]
2 V20
B =X,
Log-Normal

E simplesmente uma distribuicio em que
Y = In(x?)

tem distribui¢do normal.

i (Inx - 1,
f(x) = exp |——————|, -0 < x < +00,
X0y, V21 20
py = Inxp,
O'y = Slnxﬁ'

Cuidado com os erros na Tabela 11.5.1 de Chow et al. (1988)! Note que
em geral reporta-se o caso mais simples f = 1, mas é possivel tornar a
log-normal mais “flexivel” admitindo § # 1.

Exponencial
F(x)=1-exp [—x _xo] ,
A
1 X — Xo
f@=sep| -T2 x2x
Xo = X — Sx,
A = sy,
xr=xo+AInT
Gama
ﬁ_l X
= - 5| > O’
F) = ) P | /1]
2=
x

Mas nos ja vimos exatamente esta mesma féormula quando estudamos a
saida de n reservatorios em série! Vamos relembrar:
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Ficou facil descobrir a lei de formacao:

t"le=T "l T
(n—OIT" _ T(n)T"

us(t) = un(t) =

De fato, usando Teoria de Probabilidades, ndo ¢é dificil provar que,
quando f = n € N, a soma de n VAs identicamente distribuidas, xo = 0,
com distribui¢do exponencial produz uma VA Gama:

X=Y1+Y+...+Y,,

Y; ~ EXP(A), produz X ~ GAMA(n, 7).
GAMA 3 parametros

Da mesma forma que com a exponencial, é relativamente facil estender
a GAMA com um parametro a mais. A GAMA 3 parametros também ¢é
chamada de distribui¢do de Pearson, tipo III.

o= () e [T e

X=x0+Ap-1),

Sx = A\/E’
2

C3 = —.
i

Log-Pearson III

1 Inx —e)\’? Inx — €
f(x):/le(ﬁ)( ) ) exp[— ) ], Inx > e,

Inx=e+Ap-1),
Slnx = A\/B’
2

C3,lnx = —=.
VB

Gumbel (EV I)

Veja o caso entretanto da distribui¢io Gumbel (EV I),

F(x) = exp [— exp (_x ; u)] )
fir= Lop |2 a5
Ves,

b

s
U=X-—Yyga.

xr=u-—aln

()
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[

= O 0 00NNV R W N =

Exemplo: inverter uma exponencial:

T P
7 =[]
T—exp A
1\ _XT ~ Xo
ln(f)‘[ p ]
XT — X0
wre[252)
" p
InT = i

xr=xo+AlnT.

10.6 Simulacao

Toda linguagem de programacédo que se preze gera numeros aleatorios
uniformemente distribuidos entre 0 e 1. Se U é uma VA uniformemente
distribuida entre 0 e 1,

F(u) = u,
fwy=1, 0<u<l.

Por exemplo, em Python,

Listing 10.3: ranpy . py — Gerac¢do de um numero aleatério entre 0 e 1.

#!/usr/bin/python3
# -*- coding: iso-8859-1 -*-

E:3

exemplo de geragdo de numero aleatério

Nelson Luis Dias
2020-09-10T13:00:46

#
#
#
#

H#

from random import random;
u = random();
print ('uy=y',u);

Muitas vezes, entretanto, queremos sorter um valor X de uma distri-
buigao especifica (por exemplo, de uma gama com 3 parametros). Como
fazer isso?

Primeiramente, considere o caso de uma relacdo monoétona entre 2 va-
riaveis aleatorias:

Y = g(X).

As variaveis sdo aleatdrias; porém, uma vez sorteado um x = X(w), o Y(w)
correspondente fica determinado pela relacdo acima, ou seja: y = Y(w) =
g(X(w)) = g(x). AFDA de Y é facilmente determinada a partir da FDA de
X e de g(x):

Fy(y) = P{Y <y} = P{X < x} = Fx(x) = Fx(g~'()).

Isso esta representado na figura a seguir:
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y=9) LY =Ex(X)

e

FDAs de 2 variaveis relacionadas via uma fun¢io g(x) monotona.

> >

x o x %

Considere agora o caso particular em que

g(x) = Fx(x),

ou seja: em que g(x) é a propria Fx(x); neste caso,

Fy(y) = Fx(Fy'(y)) = v,

fry) = 1.

Isso significa que se construirmos a variavel aleatoria
Y = Fx(X)

via a propria FDA de X, Y sempre tera uma distribui¢do uniforme (entre
0 e 1) de probabilidade; consequentemente, a forma mais simples (embora
nao necessariamente a forma mais eficiente numericamente) de gerar uma
VA X com distribuicéo prescrita Fx(x) é sortear uma VA u uniforme entre
0 e 1 e entdo fazer

x = F)El(u).
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Capitulo 11

Analise de frequéncia

O tempo de retorno de um valor xr duma VA X é definido via
P{X > xr} !
xXr} ==
oo

Para o registro do rio Guadalupe, quem é
P{X > 50000}?

Para responder, primeiramente olhamos para FDA empirica dos ma-
ximos anuais de vazao:

1 L]

\

0.9

0.7 /
0.6 //
0.5 777
a7
/4

0.3

FDA empirica

s

0.2 / ;
01 /&

0 25000 50000 75000 100000 125000 150000 175000 200000
Vazao (cfs)

0

FDA de méaximos anuais, rio Guadalupe. Em azul: Gumbel; em vermelho:
Exponencial.

A vazao com tempo de retorno T em um modelo probabilistico com
FDA F é calculada via )
1-F(xr) = =
(xr) T

O fator de frequéncia Kt de Chow é uma coisa meio estranha e meio

inutil, em que a vazdo/precipitacdo com tempo de recorréncia T é expressa

na forma
xr = X + Krsy.
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E mais ou menos 6bvio que K1 sempre pode ser obtido, implicita ou ex-
plicitamente, a partir de uma determinada distribuicao de probabilidade.

Por exemplo, para a Exponencial,

XT

Kr =

xo + AIn(T)

X — Sy + 8, In(T)
X+ (In(T) — 1) sy;
(In(T)-1).

Vamos analisar os dados com anfreq.py:

Listing 11.1: anfreq.py — Anélise de frequéncia de maximos anuais de

vazao.

#!/usr/bin/python3
# -*- coding: iso-8859-1

**

anadlise de frequéncia

Nelson Luis Dias
2020-09-10T14:31:46

H* H B H

E:3

from numpy import array;
gqmx = array ([
38500.0,
179000.
17200.
4940.
55900.
58000.
56000.
7710.
12300.
22000.
17900.
46000.
6970.
20600.
13300.
12300.
28400.
11600.
8560.
4950.
1730.
25300.
58300.
10100.
23700.
55800.
10800.
4100.
5720.
15000.
9790.
70000.
44300.
15200.
9190.
9740.
58500.
33100.
25200.
30200.
14100.
54500.0,
12700.0 1);

print (gmx);

OO O OO0 O0ODO0ODODO0ODO0ODODODODODODODODODO0ODO0ODO0ODODODODODODODO0OO0ODODODOOOOOOOO0
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55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127

# ______________________________________________________________________
# ordeno as vazdes

# ______________________________________________________________________
gmx.sort ();

# ______________________________________________________________________
# Funcgdo distribuig8o empirica

# ______________________________________________________________________
from issr import interp;

n = len(gmx);

Fp = [ (i+1)/(n+1) for i imn range(m)];

#print ([float (" %7.4f" % Fi) for Fi in Fpl);

print ('yP[uXy,>,50000,cfs]y=y', 1.0 - interp(50000.0,qmx,Fp));

# ______________________________________________________________________
# E sempre bom olhar a distribuigdo empirica, e ver o que estamos

# fazendo

gua = open('guadalupe.emp','wt');
for i in range(m):
gua.write ('%8.2f,%10.4f\n"' % (qmx[i],Fpl[il));
pass;
gua.close();

from issr import stat4;

from math import sqrt;

fn = float(m);
(gqm,qm2,qm3,qm4) = stat4(qmx);
qm2 *= (fn/(fn-1));

qm3 *= fn*x*2/((fn-1)*(fn-2));
qm4 *= ((fn+1)*fn**2)/((fn-1)*(fn-2)*(fn-3));
print ('qm,=,%7.4f"' % qm);

sq = sqrt(qm2);

print ('squ=u%7.4f"' % sq);

cs = qm3/sq**3 ;

print ('sky=y%7.4f"' % cs);

ku = qmé/sq**4;

print ('kuy=_%7.4f"' %ku);

# ajuste de distribuigdes de extremos: a) Gumbel

from math import pi;

alfa = sqrt(6.0)*sq/pi ;

uu = gm - 0.5772%alfa;

print ('Pardmetrosda, Gumbel: ');
print ('alfay=y',alfa);

print ('uuyuu=y',uu);

# ____________________________________________________________________
# ajuste de distribuigdes de extremos: b) Exponencial

B e e
lamb = sq;

x0 = gm - sq;

print ('Parametrosyda Exponencial:');
print ('lambday=y"',lamb);

print ('x0LLuuuu=u',%x0);

from math import exp;
def Gu(y):
return exp(-exp(-y));
def Ex(y):
return 1.0 - exp(-y);
xx = 179000.0;
print ('Oycomprimento doyregistro hidrolégicoyéy', n);
pg = 1 - Gu((xx-uu)/alfa);
pe = 1 - Ex((xx-x0)/lamb);
print (pg,pe);
print ('Oytempoydeyrecorrénciagda,Gumbel & uuuun' »1/pg);
print ('O,tempo deyrecorrénciagda Exponencial &' ,1/pe);

# vaz8o decamilenar: a) Gumbel
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128
129
130
131
132
133
134
135
136
137

from math import log

T = 10000.0

yTgu = -log(log(T/(T-1)));

xTgu = uu + alfax*xyTgu;

print ('Q(10000) u--,Gumbel uuuuu%10.0f"' % xTgu);

# vazdo decamilenar: b) Exponencial

xTex = x0 + lamb*log(T);
print ('Q(10000) ,--,Exponencial,%10.0f"' % xTex);

A distribuicdo empirica acumulada agora pode ser vista a seguir

i Vi
/4

FDA empirica

0.5 77’
il
4

0.3

0.2

o lf

0 L]
0 25000 50000 75000 100000 125000 150000 175000
Vazao (cfs)
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Capitulo 12
Critérios para projeto hidrologico

A probabilidade de que o méximo evento registrado em N anos passado
seja igualado ou superado nos proximos n anos é

n
N+n

P(N,n) =

Para uma seca durando m anos, a probabilidade P(N, m, n) de que uma
seca pior acontecera nos proximos n anos é

(n-m+1)
(N-m+1)+(n—-m+1)
_ n-m+1
" N+n-2m+2

P(N,m,n) =

O exemplo 13.2.1 é excelente! Se a pior seca em 40 anos durou 5 anos,
qual é a probabilidade de que uma seca ainda pior ocorrera nos préoximos

20 anos?
20—5+1
P(40,5,20) = = 0.308.
40+20—-10+2

Moral da historia: projetar apenas para o pior do historico nao protege
muito para o futuro (mesmo que as probabiliades estimadas a partir do
histérico estejam corretas).

Agora, seja um projeto xr com periodo de retorno (novamente, cal-
culado com precisdo) T. A probabilidade de pelo menos uma falha em n
anos é

R=1-[P{X < x1}]"

1n
1-|1-=
s

[

Estamos supondo independéncia dos eventos anuais, é claro.

Considere um sistema de drenagem com tempo de retorno T = 25
anos. Qual é a probabilidade de que o sistema falhe pelo menos uma vez
em 25 anos?

941%
R=1-|—| =0.63!
25
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Se o valor de projeto é L, podemos projetar para uma capacidade maior C,
para aumentar a seguranca. O fator de seguranca é

C
FS = —.
L

A margem de seguranca é
MS =C-L.

Talvez seja melhor incluir a discussdo de Andlise composta de risco
logo aqui. Considere tanto a capacidade C quanto a carga L sejam varia-
veis aleatorias. Para um valor fixo de capacidade ¢, se L tem fdp f(L), o
risco associado de fracasso do projeto é

P{L> ¢} = /w F(hdl.

Se por outro lado a carga C também é uma variavel aleatéria, com fdp g(c),
o risco geral de falha é

P{L>C} = /+°° P{L > c}g(c)dc

=—00

- [ roalod

desde que C e L seja VAs independentes.
(TACOMA BRIDGE)
O exemplo 13.4.1, um pouco arbitrario, usa duas distribui¢cdes normais,

22
f(l)=iexp[—(’ 3)],
27

4/ 2
© 1 (c —5) ]
€)= —exp|————
J V2r(3/4) Pl 2x /ey
Vale a pena plota-las
0.6 ‘
f(x
e
0.5 t
0.4 |
= 03]
T oozl
0.1 |
0
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Precisamos agora calcular

P{L>c} = /oof(l)dl

e em seguida

/+°° P{L > c}g(c)dec.

=—00

Melhor fazer isso com Maxima

(hi1l) £ : 1/(sqrt(2x%pi)) * exp(-(1-3)**x2/2);

(hot) — mmmmmmmeme—eoe
sqrt (2) sqrt (%pi)
(%i2) g : 1/((3/4)*sqrt (2*%pi)) * exp(-(c-5)**2/((3/4)**x2%x2));

(ho2>  mmmmmm—m——————— -
3 sqrt (%pi)

(%1i3) integrate(f,l,c,inf);
sqrt (2) ¢ - 3 sqrt(2)

(%03) e

(%i4) factor (%);

c - 3
erf (------- ) -1
sqrt (2)
(%o4) R e
2
(%i5) h : % ;
c - 3
erf (------- ) -1
sqrt (2)
(%o5) - mmmmmm -
2
(%i6) romberg(h*g,c,-20,20);
(%06) 0.05479929129236739

(

12.1 Analise de custo-beneficio

O prejuizo causado pela ocorréncia de um evento x > xr é calculado por

P(T) = / P(x)f(x)dx = / P(x)dF(x).

Xt XT
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Os célculos em (Chow et al., 1988, p. 425) sdo um exemplo de um célculo
numérico da integral de Stieljes.

Obviamente, a funcdo P(T) é decrescente. Por outro lado, o custo do
projeto, C(T), é crescente com T. Logo, o custo total esperado, P(T)+C(T),
possui um minimo, e este pode ser um critério para a selecido do tempo de
retorno T do projeto.

Observe que esse critério ndo leva em conta questdes relacionadas a
Ecologia, nem a perda de vidas humanas, etc.

12.2 Analise de incerteza 12 ordem

E basicamente usar céalculo para calcular erros quando relacdes determi-
nisticas sdo conhecidas entre variaveis aleatorias. Seja Y = f(X), e ex-
panda em série de Taylor:

dY = f(X)dX;
_dy
SY - deX3

f"(px)

2!

Y(X) = flux) + f/ ()X = px) + (X = px)*+ ... ...
Y = flux) = f/(px)(X = px).
Atencdo! Em geral, quando f é ndo-linear,
E{Y} = py # f(ux),
E{f(X)} # f E{X}).

Esse ¢ um erro muito comum!
Suponha entretanto que vocé esteja projetando Y. Entdo vocé projeta
para a média, ou seja: seu valor de projeto é

Yp = fux).

Existe, entretanto, incerteza quanto ao real valor de X. Em outras pala-
vras, ao admitir esta incerteza, y virou Y, e x virou X (entendeu?). O erro
médio quadratico de estimativa de Y sera

E{(Y —yp)*}.

Podemos aproxima-lo agora fazendo

Y = fux) = f(p)(X = px)s
E{(Y — f(1))*} = [f (Ol B{X = p)*} = [ (ux))* Var{X};
REMQ{Y} = f(ux)ox.
No exemplo do livroo-texto, suponha entdo que vocé estimou a pro-
fundidade do escoamento y a partir de uma vazdo medida q (note que eu

preciso de minusculas, porque as maidsculas sdo as variaveis aleatorias),
usando a formula de Manning,

Q =q(Y),
Y =y(Q).
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Entdo devemos ter

dy
Sy = —=s0,
Y dqQ
S
Sy=—d§
dy

Calculamos a derivada em separado:

R
q(y) = 2 |ar*’®| (y);

— |a=r"

dq _ Sf [ 2 1/3 dr + 2/3 da
—_— — r —
dy n |3 dy dy

_ |2 dr  apslda
3rdy ady

s
_ S es|2dr 1da
3rdy ady
- o) 2 dr N 1da
T dy ady
Agora, se eu tenho um certo g, (uma vazao de projeto) com incerteza

so, 0 nivel estimado serd y, = g~ '(g,) tal que g, = q(y,) pela formula de
Manning, e

sydq = sody;
dy
Sy = —=5S0;
Y dq 0
SQ
Sy = d_q;
dy
1/2
Sf 2/3
qp = Ta(yp)[’”(yp)] ;
1/2
4 = ——lar'*)(yy)
S0
Sy =

2 dr(yp) 1 da(yy) |
9p 3r(yp) dy alyp) dy

No caso da formula de Manning, vamos ver um exemplo concreto:

ry;

1/2

S

f 2/3

-1y :

q n yy

1/2

f
q=-—by"?
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Para encontrar y(q) preciso resolver

g(y) = 0;
1/2

5F s
9(y) = by’ —q =0

1/2
f
by’ = q
5/ _ "4
by _31/2
f
s5/3 _ "9
bs]l/2
3/5
_ | ™
Y hsl/?
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Capitulo 13

Chuva de projeto

13.1 Curvas intensidade-duracao

Modernamente, graficos e mapas como os apresentados em Chow et al.
(1988) estao ficando um pouco ultrapassados. Para cada tipo de projeto hi-
drolégico, costuma haver uma duragio critica, que produz a vazdo critica
para o projeto. Portanto, uma questdo importante é definir a intensidade
i para uma determinada duracao t;.

Isso s é possivel, naturalmente, se houver medigdes de altura acumu-
lada de chuva sobre intervalos menores ou iguais que 4. Se At é o inter-
valo de medicéo, e At < t4, entdo basta gerar séries ir, k = At, 2At, . . ..

A partir de tal série, é possivel gerar uma chuva de projeto, calculando
a intensidade com tempo de retorno T, i, com os métodos de analise de
frequéncia que nods ja estudamos.

A partir dai, é possivel ajustar curvas intensidade-duragdo para tempos
de retorno selecionados (ou outro critério de projeto qualquer), que muitas

vezes tomam a forma p

i =
n
btd+c

Essas curvas sdo empiricas, e normalmente ajustadas a partir de regis-
tros existentes nas imediacdes, etc.., e seu objetivo original era facilitar
o célculo de chuvas de projeto. Com os recursos computacionais de que
dispomos hoje em dia, e com o nosso amplo acesso a dados, talvez seja
preferivel ir direto a “fonte” dos dados!

The alternating block method!

Quando uma sequéncia temporal de intensidades é necessaria, o problema
€ um pouco mais complicado. Suponha que vocé tenha feito o projeto
para a intensidade com T = 100 anos para as duragdes 1, 2, 3, ..., 25
horas. Esses sdo os valores i',il,i?, ..., i%. Note que esses valores ainda
nao estdo organizados no tempo. Uma maneira simples (¢ s6 uma ideia!)
de “montar” uma chuva de projeto é colocar o pico da chuva bem no meio
do tempo, e depois ir distribuindo as chuvas de projeto subsequentes a
direita e a a esquerda do centro: Seja portanto a sequéncia temporal if

para a chuva de projeto, onde t é um indice inteiro. De acordo com essa
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ideia,

2
i, =1
P P
Lyt 2.
2 bl
P P P
Lp t i3 Tl 3.
3 bl
Y Y Y Y
Lp t 13 Tyt _ .
4 5
25 p
=1l _ 25
25 '

13.2 A precipitacio maxima provavel

A ideia da PMP é uma boa ideia; ela possibilita estimativas menos de-
pendentes do modelo estatistico subjacente (como vocé ja deve estar no-
tando, modelos probabilisticos diferentes de extremos produzem estima-
tivas muito dispares de x10000), € sugere que é possivel obter um “maximo
fisico” de precipitacdo sobre uma bacia hidrografica.

Esse é um grande “se”! De todo modo, a ideia esta muito viva, e existem
manuais muito recentes (e completos!) sobre o tema. Veja WMO (2009).

Existem muitas possibilidades para “fazer” a PMP (Probable Maximum
Precipitation = Precipitacio Maxima Provavel), e eu s6 vou discutir uma,
baseada no modelo de tempestade que estudamos no comeco do curso. L4,
nos vimos que as umidades de saida de uma célula convectiva sdo muito
baixas: essencialmente, toda a umidade que converge para a célula con-
vectiva se transforma em chuva. Podemos entao simplificar nosso calculo
para a intensidade de chuva P para

PrD? [/Azl ]
~ pquy dz| D
0

4

PD [
— = / pquy dz
0

4
Azy
= v_r/ pqdz.
0

A ideia agora é olhar para uma chuva histérica grande (digamos, a maior
de todas), que tenha produzido grande cheia ou algo do tipo. Vamos cha-
mar a intensidade da chuva em um momento qualquer de P;. Essa chuva
ocorreu com condi¢des de umidade especifica na superficie g5o. Em geral
nos olhamos para uma umidade (muitas vezes usa-se o ponto de orvalho)
persistente por 12, 24 horas ou a duracido que for do nosso interesse (a
duracdo critica da chuva). No entanto, em geral olhando para o mesmo
historico nds encontramos umidades maiores com a mesma duracio. Pro-
curemos a maxima no histérico, que vamos chamar gn,. Se essa mesma
umidade estivesse presente na chuva historica, ela teria sido majorada
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pelo fator

By Tom o pgmdz
By Trs fOAZl pqs dz
/OAzl pgmdz
/OAzl g dz
I pamdz

S pgsdz

mp,,
mp ’

S

Q

X

Note que aproximou-se, no fim, a integral correspondente ao fluxo de
massa de vapor d’agua entrando na célula pela base da nuvem pela inte-
gral que é, por definicdo, a agua precipitavel. Portanto, em geral encontra-
se nas descricdes da PMP calculos de agua precipitavel nas condigdes de
umidade prevalentes durante a tempestade historica (mp,) e durante a
PMP (mp, ). fn pode agora ser utilizado para maximizar a chuva histo-
rica.

Uma vantagem evidente do método é que os detalhes temporais e es-
paciais da chuva historica sdo todos conhecidos, e a PMP pode agora ser
obtida com muita simplicidade por meio de uma multiplicagao simples.
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Capitulo 14

Vazao de projeto

Ou: projeto hidrologico envolvendo vazdes!

Embora fosse possivel, vou fazer muito poucos exemplos numéricos,
quantitativos, etc.. Vou me concentrar apenas em discutir a filosofia de
projeto em cada caso.

14.1 Sistemas de drenagem
Os problemas do projetista em geral sio:

1. Transformar chuva em vazdo em um ou mais pontos.

2. Dimensionar hidraulicamente o sistema de canais de drenagem.

Para resolver 1), o método mais simples é o “método racional”:
0 = CiA, (14.1)

onde C é o coeficiente de escoamento (que é um problema gigantesco, pois
envolve consideragdes sobre: grau de impermeabilizagdo, condi¢des an-
tecedentes de umidade, infiltracdo e chuva efetiva, etc..), i é a intensidade
de chuva para a duracéo critica, e A é a area de drenagem.

Quando unidades consistentes sao utilizadas, 0 < C < 1. Além disso, a
duracio critica é o tempo de concentracio, ou seja: o tempo que leva para
toda a bacia estar contribuindo. A partir dai, se i permanece constante, Q
se torna constante:

20

CiA | _____

tqg =t

No Brasil, em geral os “canais” das redes de drenagem subterraneas
sdo geralmente dutos circulares, e é possivel projeta-los para funciona-
rem com superficie livre, usando a formula de Manning, etc.. Para tal, é
preciso analisar a geometria da sessdo e escrever a area molhada A(h), o
perimetro molhado P(h) e o raio hidraulico R(h) em funcdo da profundi-
dade do escoamento:
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Note que

6 = 6(h),

A = A(0(h)),

P = P(0(h)),

R=2 2 RO
P

Uma solucdo mais sofisticada é produzir uma hietégrafa de projeto, e
transforma-la em uma hidrografa de projeto, a qual, por sua vez, precisa
“passar” pelos canais da rede de drenagem. Os canais entdo precisam ser
projetados para as vazdes maximas dessas ondas de cheia.

A hidrografa de projeto pode ser gerada por métodos simples (por
exemplo, a hidrografa unitaria) ou por modelos chuva-vazao capazes de
simular cheias urbanas.

Em principio da bastante trabalho, de qualquer maneira, estudar/espe-
cificar as caracteristicas geométricas da rede, as caracteristicas fisiografi-
cas (topografia, cobertura de solo), incluir tudo no “modelo” e finalmente
gerar as vazoes de projeto. Have fun.

14.2 Planicie de inundacao e reservatorios de controle
de cheia

1. A planicie nao é inundada todos os anos = uso e ocupacdo da PI é
uma questdo economicamente e socialmente sensivel.

2. Grandes reservatorios a montante aumentam o tempo de retorno
das inundagdes da planicie, estimulam sua ocupacdo e cheias maio-
res acabam produzindo efeitos mais graves.

3. O mapeamento da PI em geral é feito com modelos hidrodinamicos
razoavelmente completos.

Reservatorio de controle de cheia podem servir para reter o volume
da cheia durante algum tempo e/ou amortecer o seu pico (veja o meu
trabalho-exemplo no inicio do curso!)
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O reservatorio pode ser de uso multiplo, quando entdo a sua operagao
tende a se tornar mais complexa, ja que muitas vezes os objetivos sdo
conflitantes.

14.3 Previsao de vazoes!

!

14.4 Dimensionamento de reservatorio de estiagem

Determine, calcule, etc., a vazdo a ser atendida: D. Agora faca o balanco
hidrico do reservatorio:
So =0,
Spi1=Su +Qu+ (P, —E))A-D, 1<n<N,
onde N é o comprimento da série de vazdes Q1, Qo, ..., Qn. O “reserva-
torio” acima tem um volume infinito. Nao podemos atender D maior do
que a vazdo média! (Menos as perdas). Portanto, se D < Qped, S, cresce a
longo prazo.
Por simplicidade, vamos a partir de agora desconsiderar o termo en-

volvendo chuva e evaporacao do reservatorio. Entéo,

So =0,

S1=8+01—-D,

S2=81+0Q2—-D,

Sn:ZQn—nD.

No entanto, podem existir periodos durante os quais S, decresce. Esses
sao periodos de déficit hidrico em relacdo a demanda D: durante um tal
periodo, um reservatorio real vai se esvaziar continuamente. Desejamos
portanto determinar o tamanho R de um reservatoério que seja capaz de,
sob um conjunto de afluéncias Q,, atender continuamente a demanda D.

Para isso, fixamos um instante m e procuramos os pares m, n para os
quais

Zn: Qr—(n—-m)D < 0.

k=m+1
Mas
n n m
D G-(m-mD=||> Q-nD|~|> Qc—mD
k=m+1 k=1 k=1
=8, - 5.

O tamanho R do reservatorio necessario para regularizar D, portanto, é o
negativo desse numero: Portanto,

R = max S,, - S,.
m,n>m
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Vamos ilustrar o procedimento com um programa que gera 50 anos de

vazio, e calcula R:

Listing 14.1: sdim.py — Dimensionamento de um reservatorio de estia-

gem.

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -x- coding: iso-8859-1 -*-

H*

Dimensionamento de reservatdério de estiagem

Nelson Luis Dias
2020-09-24T11:33:55

H H B H

# dadas as vazbes q e a demanda d, calcula sn

def stn(q,d):
n = len(q);
s = zeros(n+1,float);
for k in range(l,n+1):
s[k]l = s[k-1]1 + qlk-1]1 - d;
pass;

return s;

# ____________________________________________________________________
# z vem de s; z &€ estacionario: sera?
# ____________________________________________________________________
def rs(s):

ns = len(s);

rr = zeros((ns,ns),float);

lmax = -ns;

rmax = float('-inf');

for m in range(ms):
for n in range(m+1,ns):
rmn = s[m] - sl[nl;
if rmn > rmax
rmax = rmn;
lmax = n - m;
ass
pass
if (rmax <=
rmax = 0.
Imax = 0;
pass;

return (rmax,lmax)

.0)

H

from fbm import FBM

H=0.7

NN = 50

#print (H,NN)

# ____________________________________________________________________
# inicializa FBM, o que quer que isso signifique!

# ____________________________________________________________________
f = FBM(n=NN, hurst=H, length=NN, method='daviesharte')

# ____________________________________________________________________

fgn_sample = f.fgn()

gqa = 1.0 + 0.3333*xfgn_sample;
galga < 0.0] = 0.0;

from numpy import mean;

# print(qa);

qm = mean(qa);

print ('qmu=y"',qm);

s = stn(qa,0.5%qm);
(rmax,lmax) = rs(s);
print ('NN,=,',NN);
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68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78

print ('rmax,lmax,=',rmax, lmax);
# output file, etc.

fou = open('sdim.out','wt',encoding='iso-8859-1"');
fou.write ('#_ NN_,=_%04d\n"' % NN);
fou.write('#_ Ruu=u%8.4f\n"' % rmax);
fou.write ('#,L,,=,%04d\n"' % 1lmax);
for k in range (NN):
fou.write('%04d,%8.4f,%8.4f\n"' % (k+1,qalk],s[k+1]1));
pass;
fou.close ();

Uma série de vazdes geradas pelo programa ¢é a seguinte:

t (ano)

E o grafico de S, é:

20

—~ 15

@ 10

wt

PN ]

0 10 20 30 40 50

t (ano)

A proxima figura mostra 1000 anos de “vazdo”, com distribuicdo mar-
ginal normal, = 2 e 0 = 0.3333.
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N(1,0.25) ——

3.5 GN+2 ——
3
2.5 4
= 2 1
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1.5
1
0.5 ]
0 L L L L
0 200 400 600 800 1000
t (ano)

Embora as duas séries tenham a mesma distribui¢do marginal, o mo-
delo estocastico subjacente é muito diferente. A série azul foi gerada com
sorteios independentes de uma normal; ja a série vermelha foi gerada com
Gaussian fractional noise Mandelbrot e van Ness (1968), com H = 0.7.

A variavel H é conhecida em Hidrologia como o expoente de Hurst.
Sob condi¢des bem gerais, o tamanho do reservatorio cresce com uma lei
de poténcia:

Ry = Ra _epn,
SA
onde A é o comprimento da série. Note entretanto que isso s6 vale quando
D = g,! Quando a vazdo regularizada ¢ menor que a vazao média, o
expoente “H” parece mudar ...

Para um grande numero de processos estocasticos mais comuns, ba-
seados em processos difusivos e inspirados pelo movimento Browniano,
H = 0.5. No entanto, Hurst (1951) observou H ~ 0.7 em séries longas de
dados geofisicos.

Noés podemos constatar isso, “experimentalmente”, na figura a seguir:

100

AR1 .
FGN+2

10 100 1000

A (duragao da série)

As consequéncias sao sérias! O fendmeno de Hurst significa que nos
precisamos de reservatorios maiores do que pensamos.

Mandelbrot publicou uma série excepcional de artigos sobre o feno-
meno de Hurst, que vale a pena ler; veja Mandelbrot e Wallis (1969d);
Alexander (1969); Mandelbrot e Wallis (1969f,a,b,c,e, 1968). E, modesta-
mente, Dias et al. (2018).
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Famous last words.
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